
 
  

  مچهارفصل 
  

  

   و پيوستگي توابعدح 
  

 
  هاي آموزشيهدف

  :هاي زير دست بيابيد رود به توانائيبا مطالعه و فراگيري اين فصل انتظار مي
ن را تعريف و آن را به صورت مجموعـه نوشـته و             ـ همسايگي يك نقطه با شعاع معي      .1

  .روي يك خط نشان دهيد
 را تعريف و آن را به صـورت مجموعـه            همسايگي محذوف يك نقطه به شعاع معين       .2

  .نوشته و روي يك خط نشان دهيد
  . حدتابع را تعريف كنيد.3
  .توابع را به دست آوريد  حد،توجه به تعريف حد  با.4
  . قضاياي حد توابع را بيان و ثابت كنيد.5
  .اده از قضاياي حد محاسبه كنيدف حد توابع داده شده را با است.6
 ـ      ) حد راست و حد چپ     (ه  ـ حدود يك طرف   .7 ن تعريـف   ـيك تابع را در يك نقطه معي

  .كنيد
  . حدود نامتناهي را تعريف كنيد و مسائل مربوط به آن را حل كنيد. 8
د آنها را وقتـي     ـن ح ـ حدود بي نهايت را تعريف كنيد و با در اختيار داشن توابع معي             .9

+متغير به −و ∞   .كند محاسبه كنيدميل مي ∞
  . و آن را تعريف كنيد مفهوم پيوستگي را با ذكر چند مثال بيان كنيد.10
  . پيوستگي راست و چپ را تعريف كنيد.11
  هـده را در يك نقطـوستگي يك تابع داده شـد و پيـان كنيـاي پيوستگي را بيـ قضاي.12
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  .بررسي نماييد
a)هـاي وستگي يك تابع را در فاصله     ـ پي .13 ,b) و [a ,b] و (a ,b] و[a ,b) ريف ـتع ـ

  .كنيد
  .با خودآزمايي آخر فصل مورد ارزيابي قرار دهيد هاي خود را فراگرفته.14
  

  حد و پيوستگي توابع. 4
ر اهميت حـد    ـري توابع بر مفهوم پ    ـگيانتگرال ه و اساس مفاهيم پيوستگي، مشتق و      ـپاي

استوار است، بنابراين اين مفهوم در قلب درس حساب ديفرانسيل و انتگرال واقع اسـت               
  .اي داردو اهميت ويژه

حـرف اول    (∑ه معرفي علامت  ـردازيم ب ـق حد بپ  ـه تعريف دقي  ـقبل از اينكه ب           
بيان استقراي رياضـي  ) شودمعادل يوناني كلمه مجموع كه سيگما و يا زيگما خوانده مي         

  .پردازيمتعريف همسايگي مي و
  

   ∑ علامت1 .4

ل از اين علامت    چند مثا . آيدها به كار مي   براي نمايش مجموع جمله    ∑ علامت 1 .1 .4

  :در زير آمده است
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m به طور كلي اگر n≤  آنگاه ، :  
n

i m

F(i ) f (m) f (m ) ... F(n ) F(n )
=

= + + + + − +∑ 1 1  

 ـ . شودده مي ـ حد بالايي آن نامي    nوع و ـ حد پاييني مجم   mددـع         ر بـا   ـروابط زي
  : شونداستفاده از تعريف به سادگي اثبات مي

1. 
n

i

c nc
=

=∑
1

  ) c عددي ثابت است (  
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  استقراي رياضي  2 .4

p(nرض كنيم ـف 1 .2 .4  ـ  دـ باش ـ nدد طبيعي   ـه ع ـه ب ـ خاصيتي وابست  (  لاً برابـري  ـ، مث
n (n )

... n
n

++ + + + = 1
1 2 مـسئله ايـن    . كنـد را بيان مي   n  خاصيتي از عدد طبيعي       3

توان بـراي   نميروشن است كه    . توان صحت اين رابطه را اثبات كرد      است كه چگونه مي   
 ند درت به اثبات رساند زيرا اعداد طبيعي بي پايان هـس تك تك اعداد طبيعي اين رابطه را   

رار ـات اين گونه خواص در اختيار ما ق ـ       ـاي براي اثب  ورد استقراي رياضي وسيله   ـن م ـاي
  :روش استقراء شامل دو مرحله است . دهدمي

)pكنيم كه ثابت مي.1مرحله           . صحيح است1(
 صـحيح   p(m)اگـر  mر عدد طبيعي دلخواه     ـكنيم كه براي ه   ابت مي  ث .2مرحله         

p(mباشد، آنگاه  گـام  « را   2و مرحله   » ه استقراء ـپاي« را   1 همرحل.  نيز صحيح است   1+(
  .ناميممي »استقراء
. اثبات رسيد ه   ب pيه و گام استقراء براي خاصيت      است كه هرگاه مراحل پا     حواض        

راء ثابـت   ـه استق ـ ـرا در پاي  ـزي. صحيح است  nر عدد طبيعي    ـبراي ه  pآنگاه خاصيت   
)pشود كه مي )pگيريم كه مي  نتيجه 2رحله  ابراين از م  ـصحيح است بن   1( )+1   يعنـي  1

p( )pشـود    نتيجه مي  2ن مطلب و مرحله     ـ صحيح است از اي    2( )+2 )p يعنـي  1 )3 
 هـگيـريم ك ـ  راء نتيجـه مـي    ـرر از گام استق   ـاستفاده مك  ه همين ترتيب با   ـب. صحيح است 

  صحيح است nبراي هر عدد طبيعي  pخاصيت 

 د كه به ازاي هر عدد طبيعي      يـدهراء رياضي نشان    ـاستفاده از روش استق   با   .مثال 2 .2 .4

n رابطه زير برقرار است ،:  
n (n )

p(n ) : ... n
++ + + + = 1

1 2 3
2

  
   .پايه استقراء         
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( )
p( ) :

× += =1 1 1
1 1 1

2
  

  . برقراراست1 براي عدد Pبنابراين خاصيت         
 mدد طبيعـي  ـر ع ـ ـ، يعني براي ه     درست باشد  P(m) فرض كنيم  .را  ـگام استق         

  :داشته باشيم
m(m )

p(m) ... m
+= + + + = 1

1 2
2

  
P(mكنيمابت مي ث m)به دو طرف اين برابـري     . ز درست است  ـ ني 1+(  را اضـافه    1+(

m(mآوريـم كنيم بـه دسـت مـي      مي )
... m (m ) (m )

++ + + + + = + +1
1 2 1 1

2
 سـمت   

m) راست برابر )(m )+ + +1 1 1

2
m): است پس   )(m )

... m m
+ ++ + + + + = 1 2

1 2 1
2

  
P(mيعني           تكميل دو مرحله پايه وگـام اسـتقراء در مـورد            با. درست است  1+(

P(n P(nصحت خاصيت  (   .به اثبات رسيد nطبيعي  ددبراي هر ع (

ثابت كرديم كه 1 .2 .4توجه به با        
n

i

n (n )
i ... n

=

+= + + + =∑
1

1
1 2

2
  

  :آوريد ضرب كنيد به دست مي2 دو طرف اين برابري را در .جهتو

... n n (n )+ + + + = +2 4 6 2 1  
 ـات مـي  ـراء اثب ـاصل استق اده از   ـه با استف  ــ ك  رـهاي زي برابري .مثال 3 .2 .4  در  -دـشون

  :آيندهاي بعدي كتاب به كار ميقسمت
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  همسايگي  3 .4

δ  و aاعداد حقيقي  .تعريف 1 .3 .4 >  xمجموعه اعدادي ماننـد   . گيريم را در نظر مي     �

| ه در نابرابريـرا ك x a |− < δ زـه مركـكنند يك همسايگي بصدق ميa  و شعاعδ   
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  ).1 .4شكل (ناميم مي

  
  

  1 .4شكل
  

N(aاين همسايگي را با نماد         , )δ دهيم پس داريم نشان مي :  

N(a , ) { x | | x a | } { x | a x a } ( a , a )= − = − δ < + = − δ +δ < δ < δ δ   

سـپس آنهـا را روي      . ه صورت مجموعه بنويسيد   ـهاي زير را ب   يگيهمسا .تمرين 2 .3 .4

  .يك خط نشان دهيد
1.N( , )1 3                                2. N( , )−2 1   

Aيمجموعه .مثال 3 .3 .4 { x | x , | x | }= +∈ <3 7 و  aيك همسايگي به مركز      �5

  .را بيابيد δو  aاست  δشعاع 

x كنيم داريـم  تقسيم مي   3رف نامساوي را بر     ـ دو ط  .لـح || + <7 5

3 3
، اگـر آن را بـا        

| x a |− < δآوريم مقايسه كنيم به دست مي: a = − 7
3

δ= و  5

3
.  

Aيمجموعه .مثال 4 .3 .4 { x | x , | x | | x | }= − +∈ <3 1 يك همسايگي به مركز     �1

a  و شعاعδ است زوج مرتب (a , )δدست آوريده  را ب.  

, ,

,

| x | | x | , | x | | x | . | x | | x |

( x x )( x x ) ( x )( x ) x

a , (a , ) ( )

− + − + − − +

− − − − + + −

+ −= = = = =

< < <

< < < <

δ δ

2 2 2 2
3 1 1 3 1 1 3 1 1

3 1 1 3 1 1 2 2 4 1

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

�

� � �

� �

  

N(a اگر از مجموعه.تعريف 5 .3 .4 , )δنقطه a ي حاصل را يك را برداريم مجموعه

   .)2 .4شكل(ناميم  ميδ به شعاع aهمسايگي محذوف
  

  

  

  2 .4شكل
  

Nاين همسايگي را با نماد         (a , )′ δ دهيم، پس داريمنشان مي :  

N (a , ) N(a , ) {a} { x | | x a | } (a ,a ) (a ,a )= − = − = − +′ δ δ < < δ δ δ� ∪  
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ه بنويسيد و آنهـا را      ـه صورت مجموع  ـر را ب  ـهاي محذوف زي  همسايگي .مرينت 6 .3 .4

  روي يك خط نشان دهيد

1.N ( , )′
1 3                                2. N ( , )′

2�   
  

   مفهوم حد 4 .4

) تابع 1 .4 .4 x )( x )
f (x)

x
+ −=

−
2 3 1

1
 هـمجموع ـ ن تـابع  ـرو اي ـقلم. گيريمظر مي را در ن   

{ }− fيعني .  است�1 : { }− →1� � ، 
( x )( x )

f (x)
x

+ −=
−

2 3 1

1
.  

x بنابراين fD∉1 چون         x ته صـور  ـوق ب ـپس تابع ف   1≠ f و 1≠ (x) x= +2 3 
در ايـن نمـودار   .  نشان داده شده است3 .4ودار اين تابع در شكل      ـنوشته خواهد شد، نم   

  : ايم  را ، كه در قلمور تابع نيست، با يك دايره كوچك مشخص كرده1نقطه 
  

  
  3 .4شكل

  

fحال مقادير         (x)ادير مختلفـه ازاي مقـ را ب xورد مطالعه ـم) 1زـبج (1 نزديك
يك و بزرگتر از يك بـه    با اعداد كوچكتر ازxدر دو جدول زير وقتي كه . دهيمقرار مي 

fكند مقداريك ميل مي (x) ن داده شده استنشا.  
  

/99999�  /9999�  /999�  /99�  /9�  /75�  /25�  �  x  
/4 99998 /4 9998  /4 998  /4 98  /4 8  /4 5  /3 5  3  

f (x) x
x

= +
≠
2 3

1

  

/1 1� � � � /1 1� � �  /1 1� � /1 1�  /11  /1 25  /1 5  /1 75  2 x  
/5 2� � � � /5 2� � � /5 2� � 

/5 2�  /5 2  /5 5  6  /6 5  7 
f (x) x

x
= +
≠
2 3

1
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f نزديك شود،  1به   xدهند كه هر قدر   اين دو جدول نشان مي             (x)   نزديكتـر  5 به  
x/ملاحظه كنيد كه وقتي   . شودمي = f/ آنگاه   �9 (x) = 4   بـه  1از عدد    x يعني وقتي    8

f كمتر است  �1/ اندازه (x)   به اندازه  5 از  / x/ كمتر خواهد بود و نيـز وقتـي          �2 =1 1 

f/آنگاه (x) = 5 f بيشتر است    �1/ به اندازه    1 از عدد    xيعني وقتي    2 (x)   به اندازه   5 از 

/   بـه انـدازه    xشود كـه اگـر    به علاوه از دو جدول بالا معلوم مي       . بيشتر خواهد بود   �2

/± 1� � f از يك اختلاف داشته باشد     � (x)    به اندازه/± 2� � ازآنچه .  اختلاف دارد  5 از   �
fتـوانيم مقـادير   ر قدر بخواهيم مـي    ـه ه ـشود ك ن استنباط مي  ـگذشت چني  (x)     5را بـه 

  نزديك نماييم به عبارت رياضـي      1 را به اندازه كافي به       xنزديكتر كنيم به شرط آن كه       
| f (x) |− | شرطي كه ه  توان به طور دلخواه كوچك كرد ب       را مي  5 x  به اندازه كـافي     1−|

  .كوچك انتخاب شود
. اسـت )  دلتا  (δو) اپسيلن (εاده از دو علامت   ـان اين مطلب استف   ـراه دقيقتر بي          
|گوييم   f (x) |− |شرطي كـه    ه   كوچكتر مي شود ب    εاز عدد مثبت مفروض      5 x از  1−|

| شود وكوچكتر δعدد مثبت  x |− >1 x زيرا ( � ≠1( .  
εبراي هر به بيان ديگر         >   :  وجود دارد به طوري كه δ ، عدد مثبتي مانند �

| x | | f (x) |− −< < δ → < ε1 5�)  1(  
  معادل است با ) 1(بر طبق آنچه در تعريف همسايگي ديديم، 

x N ( , ) f (x) N( , )′∈ δ → ∈ ε1 5  )2(  
  :نويسيمگفتيم به صورت زير مي) 2(و ) 1(آنچه را كه در 

x
lim f(x)

→
=

1

5  

f مي خوانيم حد و (x) وقتي xاست5 ميل كند برابر 1ه  ب .  

 تعريـف شـده باشـد،    a در يك همسايگي محـذوف fفرض كنيم تابع     .تعريف 2 .4 .4

εبراي هر عدد  >   :وجود داشته باشد به طوري كه) εوابسته به (δ ، عدد مثبتي مانند �

| x a | | f (x) L |− −< < δ → < ε�  

نويسيماين صورت مي   رد
x a
lim f(x) L

→
fدـخوانيم ح  و مي  = (x) وقتي x   به سـمتa 

  .  استLكند برابرميل 

به صورت زيـر     2 .4 .4توجه به آنچه در تعريف همسايگي گفتيم تعريف           با .مثال 3 .4 .4

  :شود بيان مي
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        L     را حد تابع f    در نقطه a    اگر به ازاي هر    مي ناميمx     از همسايگي محـذوف 
a شعاع  بهδ ،f (x) همسايگيدر L به شعاع ε ، يعني باشد   

x N ( a , ) f (x) N(L , )′∈ δ → ∈ ε  

  . تعبير هندسي شده است4 .4 در شكل fتعريف حد براي تابع  4 .4 .4
  

  
  4 .4شكل

  

aن  ـ بر خط افقي بي    xوقتي           − δ و a + δ  ،واقع استf (x) ور قائم بـين   ـر مح ـ ب 
L − ε وL + ε واقع است.  

)1 ( وقتي.چند نكته 5 .4 .4
x a
lim f(x) L

→
  :دهيم قرار ميباشد نكات زير را مورد توجه =

xدار تابع در  ـورد مق ـزي در م  ـاين تعريف چي  ) الف a= يعني، براي وجـود   . گويدنمي 

x a
lim f(x)

→
xلازم نيست تابع در   a= تعريف شده باشد.  

εبايد  ) 1(براي اثبات   ) ب > δ را به دلخواه انتخاب كنيم و يك           � >  به دست آوريـم     �
  .كه در تعريف حد صدق كند

δعدد ) پ >   .منحصر به فرد نيست �
   منحصر به فرد استL) ت

  .يدرا ببين) 22 .5 .4(تمرين 

  فرض كنيم .مثال 6 .4 .4
x x

f (x)
x

+ ≠
=

=

⎧⎪
⎨
⎪⎩ 3

4 5 1

1

     

 :با استفاده از تعريف حد ثابت كنيد كه 
x
lim f(x)

→
=

1

9.   
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εطبق تعريف حد بايد ثابت كنيم، براي هر                  > δ، عددي مانند     � > وجود دارد   �
  :به طوري كه 

| x | | f (x) |− −< < δ → < ε1 9�  

εكنيم  رض مي ـابراين ف ـبن         > x ونـ چ .دـده باش ـداده ش  � xذا  ـ ل 1→  پـس   1≠
f (x) x= +4    در نتيجه 5

| f (x) | | x | | x | | x |− = + − = − = − < δ9 4 5 9 4 4 4 1 4  
δ=رار مي دهيمق ε4 ر نتيجهد= εδ

4
.  

 : با استفاده از تعريف حد ثابت كنيد .مثال 7 .4 .4
x
lim x

→
=2

4

16  

εبايد ثابت كنيم، براي هر  > δ، عددي مانند � >   : وجود دارد به طوري كه  �

| x | | x |− −< < δ → < ε2
4 16�  

εنابراين فرض كنيم ب >   :داده شده باشد داريم  �

| x | | ( x )( x ) | | x | | x |− = − + = − +2
16 4 4 4 4  

xون  چ → >xتوان فرض كرد    مي 4 <3 |معادل است بـا       (5 x |− <4  در نتيجـه    ) 1
x +< <7 4    پس 9

| x | | x | | x | | x |− = + − −< < ε2
16 4 4 9 4  

| از اينجا x |− ε<4
9

|توجه به با . x |− <4 minبه صورترا  δتوان مي1 { , }= εδ 1
9

 
  .انتخاب كرد

 
  :با استفاده از تعريف حد نشان دهيد كه  .مثال 8 .4 .4

x
lim x sin

x→
=1

�

�  

εايد ثابت كنيم به ازاي هرب > δ، عددي مانند  � >   :وجود دارد به طوري كه  �

| x | | x sin |
x

−< − < δ → < ε1
� � �  

εرض كنيم ف >   : داريم  δداده شده باشد، براي محاسبه  �

| f (x) | | x sin | | x | | sin | | x |
x x

− = = ≤ < ε1 1
δ= :س  ، پ� ε .  
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  خواهيم نشان دهـيم كـه تـابع       مي . مثال 9 .4 .4
x x

f (x) x

x x

+

= =

−

⎧ >
⎪⎪
⎨
⎪

<⎪⎩

3

3

1

1

�

� �

�

xدر  =  حـد   �

طبق تعريف حد   ). فرض خلف ( باشد   L برابر   � در نقطه    fندارد، فرض كنيم حد تابع    

εبراي هر  > ε=ازجمله  � 1

2
δ عددي مانند  >   وجود دارد به طوري كه  �

x N ( , ) | f (x) L |− =′∈ δ → < ε 1

2
�        )1(  

N اما ( , ) ( , ) ( , )= −′ δ δ δ� � �∪     

xحال اگر ( , )−∈ δ fآنگاه � (x) x= −3
  :داريم) 1(، در نتيجه بنابر 1

| f (x) L | | x L |− = − − <3 1
1

2
 )                2(  

xو اگر ( , )∈ δ�  آنگاهf (x) x= +3
  : داريم ) 1( ، درنتيجه بنابر1

| f (x) L | | x L |− = + − <3 1
1

2
             )    3(  

  : داريم) 3(و ) 2(و ) 1(بنابر 

| | | ( x L) ( x L) |

| ( x L) ( x L) | | x L | | x L |

= + = + + + − +

= + − + − + + + − + − − +≤ < <

3 3

3 3 3 3

2 1 1 1 1

1 1
1 1 1 1 1

2 2
  

<2 1

 
xدر fاطل و  فرض خلف بپسو اين يك تناقض است  =   . حد ندارد�

  : با استفاده از تعريف حد، ثابت كنيد كه .تمرين 10 .4 .4

1. 
x
lim sin x

→
=

�

|از نامساوي: راهنمايي ( � sin x | x< استفاده كنيد (  

2. 
x
lim cos x

→
=1

�

                           3. 
x
lim x

→
+ =

3

3 2 11 
  

   

   قضايائي درباره حد توابع 5 .4

)اده از ـد يك تابع با استف    ـمحاسبه ح  , )δ ε ر ـه اشكالات زيـادي در محاسـبات منج ـ       ـب
دهد تا حد يك تابع را بدون توسـل         آيند به ما امكان مي    زير مي قضايايي كه در    . شودمي

  .محاسبه كنيم δو εبه تكنيك

  : داريم   سه عدد دلخواه باشند،b وm ،a هرگاه . قضيه1 .5 .4

x a
lim (mx b) ma b

→
+ = +  

ε بايد ثابت كنيم براي هر .ثباتا >   : وجود دارد به طوري كه  δعدد مثبتي مانند  �
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| x a | | (mx b) (ma b) |+ − +< − < δ → < ε�  
εرض كنيم ف >   : داريم  δداده شده باشد ، براي محاسبه  �

| (mx b) (ma b) | | m (x a) | | m | | (x a) | | m |+ − + − = −= < δ  
mاگر =    آنگاه�

| (mx b) (ma b) | | (x a) |+ − + − == < ε� �  

mتواند باشد اگر هر عدد مثبتي مي δدرنتيجه ≠ | قرار دهيد� m | =δ ε پس
| m |

= εδ.  

  : داريم 1 .5 .4 بنا بر قضيه . مثال2 .5 .4

x
lim ( x ) ( )

→
+ = + =

2

5 4 5 2 4 14  

mقرار دهيد 1 .5 .4 در قضيه و =  شود نتيجه مي�
x a
lim b b

→
  بنابراين  =

x x
lim , lim

→ →
= =

2

5 5 3 3
�

  

mد  ـرار دهي ـق 1 .5 .4ه  ـ در قضي  . نتيجه 3 .5 .4 b و 1= = شود  يه م ـ نتيج �
x a
lim x a

→
= ،

 نابراينب
x
lim x
→ −

= −
4

4.   

 هرگاه . قضيه حد مجموع4 .5 .4
x a
lim f (x) L

→
 و=

x a
lim g(x) M

→
  ،آنگاه  =

x a
lim [f (x) g (x)] L M

→
+ = +  

دهاي آنهاست مشروط بـر اينكـه آن        ـو تابع برابر مجموع ح    د مجموع د  ـيعني ح         
  .حدها وجود داشته باشند

ε بايد ثابت كنيم براي هر.اثبات ∗ >   :وجود دارد به طوري كه  δعددمثبتي مانند  �

| x a | | [ f (x) g (x) ( L M )] |+ − +< − < δ → < ε�  

εفرض كنيم            > داده شده باشد از    �
x a
lim f (x) L

→
ε شود بـه ازاي   نتيجه مي  = >

2
� 

δعدد مثبتي مانند 
1

  :ه وجود دارد به طوري ك 

| x a | | f (x) L |− ε< − < δ → <
1 2

�)          1(  

و از 
x a
lim g(x) M

→
εشود كه به ازاي     تيجه مي ن  = >

2
δ، عددمثبتي مانند    �

2
وجـود دارد    

  به طوري كه

| x a | | g (x) M |− ε< − < δ → <
2 2

�         ) 2(  
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minفرض كنيم  ( , )=δ δ δ
1 2

|در اين صورت اگر     x a |< − < δ�    بـا  ) 2(و  ) 1(آنگـاه
  : داريم  هم برقرارند و

| [ f (x) g (x)] ( L M ) |

| [ f (x) L] [g (x) M ] | | f (x) L | | g (x) M |

+ − + =

− − − − + =ε ε+ ≤ + ≤ ε
2 2

  

هر تعداد متناهي تـابع     توان به   را مي قضيه حد مجموع    .  تعميم قضيه حد مجموع    5 .5 .4

   .تعميم داد

هرگاه.  قضيه حد حاصلضرب6 .5 .4
x a
lim f (x) L

→
و =

x a
lim g (x) M

→
  ، آنگاه=

 
x a
lim f (x) g (x) L.M

→
=  

دهاي ـتابع برابر حاصلضرب ح ـ    حاصلضرب دو حـد  ه  ـد ك ـگويه مي ـن قضي ـاي        
  داشته باشند نهاست، مشروط بر اينكه آن حدها وجودآ

ر تعداد متنـاهي    ـتوان به كمك استقراي رياضي به ه      قضيه حد حاصلضرب را مي            
  .تابع تعميم داد

هرگاه.  قضيه7 .5 .4
x a
lim f (x) L

→
=

1 1
 ،

x a
lim f (x) L

→
=

2 2
nو... ،   n

x a
lim f (x) L

→
   آنگاه =

n n
x a
lim [f (x).f (x)...f (x)] L L ...L

→
=

1 2 1 2
  

nfدهيمقرار مي 7 .5 .4در قضيه (x) f (x) ... f (x) f (x)= = = =
1 2

nL و L ... L L= = = =
1 2

. 

n داريمnشود براي هر عدد صحيح و مثبتنتيجه مي n

x a
lim [f (x)] L

→
=.  

از 7 .5 .4 بنابر . نتيجه 8 .5 .4
x a
lim x a

→
 nشود، براي هر عدد صـحيح و مثبـت         نتيجه مي  =

n :داريم  n

x a
lim x a

→
=  

هرگاه . قضيه9 .5 .4
x a
lim f (x) L

→
 عدد ثابتي باشد، آنگاه c و=

x a
lim cf (x) c L

→
=.  

gدهيمقرار مي 6 .5 .4در . اثبات10 .5 .4 (x) c=شود  نتيجه مي  

x a x a x a
lim cf (x) lim c. lim f (x) c L

→ → →
= =  

n اگر . نتيجه 11 .5 .4 n
nf (x) c x c x ... c−= + + +1

1�

 xام از   nاي درجه    يك چند جمله   

  و حد حاصل ضرب داريم باشد آنگاه بنا بر قضاياي حد مجموع 
n n

n
x a x a
lim f (x) lim (c x c x ... c )−

→ →
= + + + =1

1�
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n n n n
n n

x a x a x a
lim c x lim c x ... lim c c a c a ... c f (a)− −

→ → →
+ + + = + + + =1 1

1 1� �  
  

xاي دريعني حد يك چند جمله a=اي در برابر مقدار آن چند جملهx a=است .  
  

 ثابت كنيد هرگاه . تمرين12 .5 .4
x a
lim f (x) L

→
  و=

x a
lim g (x) M

→
  ؛ آنگاه =

x a
lim [f (x) f (x)] L M

→
− = −  

 اگر. قضيه حد خارج قسمت13 .5 .4
x a
lim f (x) L

→
 و=

x a
lim g (x) M

→
= ≠   ، آنگاه�

x a

x a
x a

lim f (x)
f (x) Llim
g (x) lim g(x) M

→

→
→

= =  

  : آوريم  را ميكنيم، در زير دو نتيجه مهم اين قضيهاين قضيه را اثبات نمي

  : قرار دهيد13 .5 .4 در . نتيجه14 .5 .4

f )الف (x) آيد به دست مي، 1=
x a
lim

g (x) M→
=1 1   

mو) ب m
mf (x) b x b x ... b−= + + +1

1�

 ،n n
ng (x) c x c x ... c−= + + + ≠1

1�

�    

 :شودنتيجه مي 11 .5 .4از اين و 
x a

f (x) f (a)
lim , (g (a) )

g (x) g (a)→
= ≠ �  

  :آوريمدو قضيه زير را كه درمحاسبه حد توابع كاربرد زيادي دارد بدون اثبات مي        

اگر . قضيه 15 .5 .4
x a
lim f (x) L

→
  : داريم n آنگاه براي هر عدد صحيح ومثبت ،=

nn

x a
lim f (x) L

→
=  

  .كنيم را نامنفي فرض ميL زوج باشد، nدراين رابطه اگر 

 اگر .قضيه 16 .5 .4
x a
lim f (x) L

→
 : آنگاه ، =

x a x a
| |lim | f (x) | lim f (x) | L |

→ →
= =.  

  .دهندتوضيح مي  را5 .4مثالهاي زير كاربرد قضاياي 

خواهيم  مي. مثال17 .5 .4
x
lim (x x )

→
+ −2

2

4   .را محاسبه كنيم 9

x x x x
lim (x x ) lim x lim x lim ( ) ( )

→ → → →
+ − = + − = + − =2 2 2

2 2 2 2

4 9 4 9 2 4 2 9 3  

خواهيممي . مثال18 .5 .4
x

x x
lim

x x→

+ +
−

3

2
1

2 6

3

xصورت و مخرج در:  را محاسبه كنيم =1 

ود نحد دار
x
lim ( x x )

→
− = − ≠2

1

3 2   :داريم 13 .5 .4 پس بنا بر قضيه .�
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x

x
x

lim ( x x )
x x

lim
x x lim ( x x )

→

→
→

+ +
+ + −+ += = =

−− −

3

3
1

2 2
1

1

2 6
2 6 91 2 6

1 3 23 3
  

خواهيم   مي . مثال 19 .5 .4
x

xlim
x→

−
−

3

2

8

2
ون  ـچ ـ .ه كنيم ـ را محاسب  

x
lim ( x )

→
− =

2

2  لـذا   �

xرا به كار برد، اما چون      13 .5 .4توان قضيه   نمي xلذا   2→ ≠ توان صـورت    پس مي  ، 2
xمخرج كسر را بر و   بنابراين .  تقسيم كرد2−

x x x

x x x

( x ) (x x )xlim lim lim (x x )
x x

lim x lim x lim

→ → →

→ → →

− + +− = = + +
− −

= + + = + + =

23

2

2 2 2

2

2 2 2

2 2 48
2 4

2 2

2 4 4 4 4 12

  

  

خواهيم مي. مثال20 .5 .4
x

x x x
lim

x→

+ + +
+

4 2

2
1

3 5 9

1
  :محاسبه كنيم  را

  :كنيم وداريم عمل مي 18 .5 .4مثال را به كار مي بريم، سپس مانند 15 .5 .4ابتدا قضيه 

x x

x

x

x x x x x x
lim lim

x x

lim ( x x x )

lim ( x )

→ →

→

→

+ + + + + += =
+ +

+ + +
+ + += = =

++

4 2 4 2

2 2
1

1

4 2

1

2

1

3 5 9 3 5 9

1 1

3 5 9

1 3 5 9
9 3

1 11
  

   .را با استفاده از قضاياي حد، محاسبه كنيد  حدهاي زير. تمرين21 .5 .4

1. 
x
lim (x )

→
+ 1387
1

�

                         2. 
x

x x
lim

x→

+ −
−

2

2
1

6 7

1

   

3. 
x

x
lim

x→

−
−16

4

16
                          4. 

x

x
lim

x→

+ −

+ −2

2 2

7 3
   

5. 
x
lim ( )

x x→
−

− −2
2

1 4

2 4

                 6. 
x

xlim ( sin x cos x cot g )
π

→

− +

2

3
2

   

ود منحـصر بفـرد   ـ در يك نقطه در صورت وج ـfثابت كنيد حد تابع    . تمرين 22 .5 .4∗

به عبارت ديگر اگر . است
x a
lim f (x) L

→
=

1
 و

x a
lim f (x) L

→
=

2
L ، آنگاه L=

1 2
.  

 اگر. قضيه23 .5 .4
x a
lim f (x)

→
   a موجود و مثبت باشد، آنگاه در يك همسايگي محذوف

Mohour
Pencil
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fداريم (x) > �.   

 فرض كنيم    .اثبات
x a
lim f (x) L

→
= > L=ε ، پس براي   � >

2
وجـود   δعدد مثبتي مانند   �

|L : دارد به طوري كه  x a | | f (x) L |−< − < δ → <
2

�.   

L :به عبارت ديگر  Lx N (a , ) L f (x) L− + +′∈ δ → < <
2 2

،  

Nپس درهمسايگي محذوف (a , )′ δ  داريم :Lf (x) > >
2

�.  

fاگر در يك همسايگي محذوف    . قضيه 24 .5 .4 (x) , a≥ و �
x a
lim f (x) L

→
≤Lآنگاه= � 

از
x a
lim f (x) L

→
εر  ـد براي ه  شود نتيجه مي  ـ بنا به تعريف ح    = > δد  ـ عددي مانن  � > � 

x :وجود دارد به طوري كه  N (a , ) | f (x) L |−′∈ δ → < ε    ) 1 (  

−L منفي باشد پس   Lفرض كنيم    ≥ =L با انتخاب  � −ε >
2

خـواهيم  ) 1(از نـابرابري     �

L: داشت  Lf(x) L L= − =< + ε <
2 2

  . و اين خلاف فرض است�

 داشـته   x حد داشته باشند و براي همه مقادير       a در   g و   fفرض كنيم   . نتيجه 25 .5 .4

f :باشيم  (x) g (x)≤ در اين صورت 
x a x a
lim f (x) lim g(x)

→ →
≤.  

g : از فرض قضيه داريم .اثبات (x) f (x)− ≥   :  داريم 24 .5 .4نابر قضيه ب �

x a
lim [g (x) f (x)]

→
− ≥ و يا �

x a x a
lim g(x) lim f(x)

→ →
− ≥ در نتيجه.�

x a x a
lim g(x) lim f(x)

→ →
≥.   

   .هاي زير صدق كنند در نابرابريh و f،g فرض كنيم توابع .قضيه فشار 26 .5 .4

x(   hبه ازاي همه مقادير( (x) f (x) g (x)≤ ≤                                                              
اگر       

x a x a
lim h(x) lim g(x) L

→ →
=  حد دارد و a در f ،آنگاه تابع =

x a
lim f (x) L

→
= .  

ε، براي هر     بنابر فرض قضيه   .اثبات ∗ > δ، اعداد مثبتي مانند   �
1

δو 
2

وجـود دارنـد بـه       

  :طوري كه 
g (x) L−− ε < < ε يا | x a | | g (x) L |−< − < δ → < ε

1
�     )  1(  

h (x) L−− ε < < ε يا | x a | | h (x) L |−< − < δ → < ε
2

�)      2(  
}minفرض كنيم         , }=δ δ δ

1 2
x|صورت اگر  دراين  a |−< < δ� هاينابرابري آنگاه 

  : با هم برقرارند و داريم ) 2(و) 1(
h (x) L f (x) L g (x) L− − −− ε < ≤ ≤ < ε  

|ر نتيجه د x a | f (x) L−< − < δ → − ε < < ε�  
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ا ي
x a
lim f (x) L

→
=.  

 . مثال27 .5 .4
x
lim ( x ) sin

x→
−

−
2

3
3

1
3

3
  . از قضيه فشار به دست آوريدرا با استفاده 

sinدانيم هميشه،مي a− ≤ ≤1 )بنابراين 1 x ) ( x ) sin ( x )
x

− − − −
−

≤ ≤2 2 2

3

1
3 3 3

3
  

 از
x x
lim ( x ) lim [ ( x ) ]

→ →
− = − − = �

2 2

3 3

3   :شود و قضيه فشار نتيجه مي3

x
lim ( x ) sin

x→
− =

−
�

2

3
3

1
3

3
  

sinlimمحاسبه 28 .5 .4
θ →

θ
θ

�

.   

  :كنيم قبل از محاسبه اين حد دو نابرابري مهم را ثابت مي        

>πفرض كنيم  ∗         θ <�

2
  :داريم) 5 .4(، مطابق شكل 

  

  
  5 .4شكل

  

  OMN مساحت مثلث>AOM مساحت قطاع>AOPاحت مثلثمس

بنابراين        
 

sin tgθ < θ < θ1 1 1

2 2 2 
sinويا  tgθ < θ < θ.  

sinها را براگر سه جمله اين نابرابري         θ تقسيم كنيم خواهيم داشت :  

sin cos
π θ< θ < ⇒ < <θ θ�

1
1

2
  

كنيم، بـه دسـت                 ها را عوض مي  ها را معكوس كرده و جهت نابرابري      اين نابرابري         

sin :آوريم مي cosπ θ θ< θ < ⇒ > >θ� 1
2 1

.)  1 (  
sinدانيم مي ( ) sin− = −θ θ و cos ( ) cos− = −θ θ شود نتيجه مي) 1( پس از  

sin ( )
cos( )

−− −
−

θπ< θ < ⇒ > > θθ� 1
2

sinو يا  
cos− θπ< θ < ⇒ > > θθ� 1

2
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| پس هميشه
sin

| cos
θπ< θ < ⇒ > > θθ� 1

2
   .)2 (  

limچون
θ →

=
�

1 lim و 1 cos
θ →

=θ
�

sinlimشود كهو قضيه فشار نتيجه مي) 2( از1
θ →

=θ
θ

�

1.  

xوقتي.  نتيجه29 .5 .4 → ax آنگاه� →  بنابراين�
x

sin ax
lim

ax→
=

�

1.  

  .دي حدهاي زير را با استفاده از قضاياي حد، محاسبه كن. تمرين30 .5 .4

1. 
x

sin ax
lim b

bx→
≠

�

�                     2. 
x

tg ax
lim b

bx→
≠

�

�   

3. 
x

sin ax
lim

sin bx→ �

                              4. 
x

cot ax
lim

cot g bx→ �

   

5. 
x

xlim
cos x→ −

�

2

1 2
                          6 .

x

sin xlim
xπ

→ −

−
π

2

1

2

  

  : م داري)30 .5 .4(و ) 29 .5 .4(بنا بر .  مثال31 .5 .4

) الف
x

sin ( x )
lim

x→

− =
−2

2
1

2
) ب     

x

sin ax alim
tg bx b→

=
�

  

 )پ
x

xlim
xsin→

=
�

2

2

9

3

) ت      
x

( x ) sin ( x )
lim

x x−→

− + =
+ −2

2

1 2
1

2

  

) ث
x

sin x sin xsin x
lim

x→
=

�

3

2 3
) ج  6

x a

sin ( x a )
lim

ax a→

− =
−2 2

1

2
  

  .دو قضيه زير كاربردهاي زيادي در حل مسائل دارند

 كراندار باشد و   a در يك همسايگي محذوف      f اگر تابع  . قضيه 32 .5 .4
x a
lim g(x)

→
= � 

آنگاه 
x a
lim f (x) g (x)

→
= �.  

 M كراندار است، پس اعداد مثبتي مانند      a در يك همسايگي محذوف    f چون .اثبات ∗

δو
1

|:كه وجود دارند به طوري  x a | | f (x) | M< − < δ ⇒ ≤�

1
)   .1(  

به علاوه براي عدد        
M
ε > δ عدد مثبتي مانند�

2
  : وجود دارد به طوري كه 

         | x a | | g (x) |
M

− ε< − < δ ⇒ <� �

2
         )2(  

min دهيمرار مي ـق        { , }=δ δ δ
1 2

|ن صـورت اگـر    ـاي  در  x a |< − < δ�    آنگـاه ، 
  :داريم هم برقرارند و با) 2(و) 1( هاينابرابري

       | f (x) g(x) | | f (x) | | g(x) | M.
M

= =ε< ε . يعني
x a
lim f (x) g (x)

→
= �.   
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براي محاسبه .  مثال 33 .5 .4
x
lim x cos

x→ �

cos ملاحظه كنيد كه   1
x

− ≤ ≤1
1 و 1

x
lim x

→
=

�

� 

:   داريم32 .5 .4پس طبق 
x
lim x cos

x→
=

�

�

1.  

  

  ) حد راست وحد چپ(ك طرفه دود يح 6 .4

  گيريم تابع زير را در نظر مي 1 .6 .4

x x

f (x) x

x x

+

= =

−

⎧ >
⎪⎪
⎨
⎪

<⎪⎩

3

3

1

1

�

� �

�

  

  

نـشان داديـم كـه ايـن        ) 9 .4 .4(در. رسم شده است  ) 6 .4( در شكل  fنمودار تابع           
xتابع در    =  از سمت راست بـه      xدا است وقتي    ـشكل پي همانگونه كه از    . حد ندارد  �

fصفر نزديك شود   (x)   شود و وقتي     نزديك مي  1 بهx         از سمت چپ به صـفر نزديـك 
fشود (x)   است تابع   گوييم حد ر  در اين صورت مي   . شودنزديك مي   -1 بهf   در نقطه 

  . است-1 برابر � در نقطه f و حد چپ تابع 1 برابر �
  

  
  6 .4شكل 

  

  : پردازيماكنون به تعريف دقيق حد راست و حد چپ يك تابع مي       

a) روي f فرض كنيم  . تعريف حد راست   2 .6 .4 ,c)   اگر بـراي هـر     .  تعريف شده باشد

ε عدد >   : وجود داشته باشد به طوري كه δ ، عدد مثبتي مانند �
x a | f (x) L |−< − < δ⇒ < ε�       )1(  

x، در نقطهfرا حد راست تابع Lآنگاه       a=نويسيمناميم و ميمي:
x a

lim f (x) L
+→

=.  

Mohour
Pencil
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xعلامت       a+→ نمايش x a→   و x a> علامت قدر  ) 1(توجه كنيد كه در     .  است
xمطلق در اطراف a− وجود ندارد زيرا x a>در نتيجه ،| x a | x a− = − .  

c,a) روي fفرض كنيم  . تعريف حد چپ   3 .6 .4  اگـر بـراي هـر      . تعريف شده باشد   (

εعدد  >   :وجود داشته باشد به طوري كه  δعدد مثبتي مانند  �

x a | f (x) L |− −δ < − < ⇒ < ε�  
x، در نقطهf را حد چپ تابعLآنگاه        a=نويسيمناميم و مي مي:

x a

lim f (x) L
−→

=.   

xعلامت         a−→ نمايش x a→ وx a<است .  

xا تعويض    ذكر شد ب   5 .4قضاياي حد كه     4 .6 .4 a→   باx a+→   يا x a−→            برقـرار

  .مانندمي

  : به صورت زير تعريف شده است f تابع . مثال5 .6 .4

x x
f (x)

x x

+
=

−

<⎧⎪
⎨

≥⎪⎩

5 3 1

4 7 1
  

x را درf حد راست تابع خواهيم حد چپ ومي   .معين كنيم) در صورت وجود (1=

x در fبراي محاسبه حد چپ  يعني1=
x

lim f (x)
−→1

xوييم چونگ  x لذا 1→−  و  1→

x f در اين حالت1> (x) x= +5  : ، پس3
x x

lim f (x) lim ( x )
− −→ →

= + = × + =
1 1

5 3 5 1 3 8.  

x در fبراي محاسبه حد راست          ، يعني1=
x

lim f (x)
+→1

xن، گوييم چو  لذا 1→+

x x و1→ fدر اين حالت 1< (x) x= −4 ، پس7
x x

lim f (x) lim ( x )
+ +→ →

= − = −
1 1

4 7 3.  

 .قضيه 6 .6 .4
x a
lim f (x)

→
وجود دارد، اگر و فقط اگر

x a

lim f (x)
+→

 و
x a

lim f (x)
−→

 موجـود و  

به بيان ديگر شرط لازم و كافي براي آنكه تـابعي در يـك نقطـه حـد                  . با هم برابر باشند   
  .داشته باشد آن است كه حد راست و حد چپ در آن نقطه موجود و باهم برابر باشند

 فرض كنيم  .اثبات∗
x a
lim f (x) L

→
ε ، پس براي هر      = > وجود دارد   δ، عد مثبتي مانند     �

| :به طوري كه  x a | | f (x) L |−< − < δ ⇐ < ε�.  
|اما نابرابري       x a |< − < δاز دو نابرابري� x a−δ < − < x و� a< − < δ� يلتشك  

   .شده است
x a | f (x) L |− −δ < − < ⇒ < ε�)      1(  

Mohour
Pencil
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x a | f (x) L |−< − < δ⇒ < ε�)         2(  
دهد كهنشان مي) 1(رابطه 

x a

lim f (x) L
−→

دهد كهنشان مي) 2(و رابطه =
x a

lim f (x) L
+→

=.  

پس
x ax a x a

lim f (x) lim f (x) lim f (x)
− + →→ →

= =.  

 حال فرض كنيم        
x a x a

lim f (x) lim f (x) L
− +→ →

= ε و = > داده شده باشد بنابراين  �

δاعداد مثبتي مانند
1

δ و
2

   : وجود دارند به طوري كه 
x a | f (x) L |− −δ < − < ⇒ < ε�

1
)      3(  

x a | f (x) L |−< − < δ ⇒ < ε�

2
)         4(  

}minدهيمقرار مي         , }=δ δ δ
1 2

با هـم برقرارنـد     ) 4(و) 3(  در اين صورت روابط       
x: يعني a ,x a , | f (x) L |− ≠ −δ < − < δ → < εو اين به معني

x a
lim f (x) L

→
  . است=

باشـداگر حد چپ يا حد راست تابعي در يك نقطه وجود نداشته             ) الف.  نتيجه 7 .6 .4

  تابع در آن نقطه حد ندارد
اگر حد چپ و حد راست تابعي در يك نقطه برابر نباشند، تابع در آن نقطـه حـد) ب

  .ندارد

 : فرض كنيم . مثال8 .6 .4
x | x

f (x)
x

| ≠
=

=

⎧⎪
⎨
⎪⎩

�

�3

.  

خواهيممي        
x
lim f(x)

→ �

كل   را در صورت وجود به دست آوريم، نمودار تابع در ش ـ           

  :رسم شده است) 7 .4(
  

  
  7 .4شكل 

Mohour
Pencil

Mohour
Pencil
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 :داريم
x x

lim f (x) lim ( x)
− −→ →

= − =
� �

و �
x x

lim f(x) lim x
+ +→ →

= =
� �

، )6 .6 .4(لذا طبق قضيه  .�

x
lim f(x)

→ �

fكنيم كه يادآوري مي  . است � موجود و برابر    ( ) =�  در محاسـبه   3
x
lim f(x)

→ �

  

  .نقشي ندارد

  . حدهاي زير را در صورت وجود به دست آوريد. تمرين9 .6 .4

1. 
x a

lim a x
+→

−                  2 .
x a

lim a x
−→

−                  3 .
x a

x | x a |
lim

a (x a)−→

−
−

6   

x  اگر .مريـن ت 10 .6 .4 x x
f (x)

kx x

+
=

+

⎧ ≥⎪
⎨

<⎪⎩

3
1

5 1

 هـد ك ـ را طوري بيابي   kدارـد مق ـاشـب  

x
lim f(x)

→1

  . باشد

fپ تابع   ـد چ ـد راست و ح   ـ ح . مثال 11 .6 .4 (x) [ x x را در  =[  ،كنـيم  حساب مي  2=

 :داريم 
x

lim [ x ] [ ]
−

−

→
= =

2

2  و1
x

lim [ x ] [ ]
+

+

→
= =

2

2 2.   

2≠ونـچ          )6 .6 .4(ابر ـپس بن 1
x
lim [ x ]

→ 2

 nدر حالت كلي اگـر . ود نيستـوجـ م

داريم عددي صحيح باشد 
x n

lim [ x ] n
−→

=  و 1−
x n

lim [ x ] n
+→

=.  

  .تابع جزء صحيح در نقاط صحيح حد ندارد: نتيجه 
  :بنابراين مطلب هيچ يك از حدهاي زير موجود نيست         

x
lim [ x ]

→
+

3

1
1

3
و

x
lim [ x ]

→
−

4

3 2  

xتابع . مثال12 .6 .4 xf (x) [ ] a[ ] x= + − +
2 4

x در  =   . را بيابيدa حد دارد 8

x

x

( )
lim [ ] a[ ] [ ] a[ ( ) ] a ( ) a

( )
lim [ ] a[ ] a ( ) a

a a , a

+

−

++
+ +

→

−−

→

−+ + = + − + = + − + = −

−+ + = + − + = −

− = − =

8

8

88
8 4 2 8 4 3 8 12 3

2 4

88
8 3 2 8 11 2

2 4

12 3 11 2 1

  

ثابت كنيد . مثال13 .6 .4
x
lim x[ ]

x→
=

�

1
1.  

aبنا به تعريف هميشه              [a ] a− < ]اين بنابر 1≥ ]
x x x

− < ≤1 1 1
 از ضرب طرفين    1

]x آوريمدست ميه ت باشد يا منفي بـ مثبxحسب اينكه  رـ بxدر  ] x
x

−≤ <1
1     يا1
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x x[ ]
x

− < ≤1
1  چون1

x x
lim ( x ) lim

→ →
− = =

� �

1 1    يه فشار داريمبر قض ، پس بنا1

x
lim x[ ]

x→
=

�

1
1  

  : بنابراين همه موارد زير درست است 

xx

xx

lim ( x )[ ] lim sin x[ ]
x x

lim ( x )[ ] lim x[ ]
x x

+

+

→→

→→ −

− = =
−

− = − =
+

�

�

3

2

4

1 1
2 6 2 1

3

1 1 5
16 8 5

4 3 3

  

  

قسمتي از نمودار تابع      . مثال 14 .6 .4
x x b x

f (x) x ax
x

x

− + +
= − + −

−

⎧ >
⎪
⎨

<⎪
⎩

�

�

2

2

7

4 49

2

 در زيـر رسـم      

aشده است مقدار
b

  ؟كدام است 
  

  
  

fنمودار         (x)             مخرج بر   در سمت چپ صفر يك خط راست است پس صورت را
  : تقسيم مي كنيم تا معادله خط راست به دست آيد 

x ax ax
x

− + − −= − +
−

2

7

4 49 14
2

2 2
  

وي ديگـر  ـاز س         
x

lim f ( x )
−→

−= =
−

�

49
7

7
a پـس   ،  a− = =→14

7 28
2

 ـ   ز ـو ني

x

lim f(x) b
+→

=
�

bپس = a در نتيجه7
b

= 4 .   
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يهـ براي محاسب  . مثال 15 .6 .4
x

x [ x ]
lim

x [ x ]+→

−
−

2 2

2

ر آن نخست عبارت را از جـزء        ـ و نظاي  

  .كنيمپس حد را محاسبه ميكنيم سصحيح خلاص مي

x x x

x x [ x ] , [ x ]

x [ x ] ( x )( x )xlim lim lim
x [ x ] x x+ + +

+

→ → →

= =

− − +−= = =
− − −

→ → > → 2

2 2 2

2 2 2

2 2 4 2

2 24
4

2 2
  

. مثال 16 .6 .4
x

| x | [ x ]
lim

| x | [ x ]−→

−
+

�

2
x باتوجه بـه اينكـه وقتـي       . −→ | داريـم  � x | x=   و −

[ x ] =   برابر است با،1−
x

(
(
x )

lim
x )−→

− − − = −
− −

�

1
1

2 1
.  

  
+توابعي كه داراي حد( حدود نامتناهي 7 .4 − يا∞   ) هستند ∞

fتابع 1 .7 .4 (x)
x

=
2

رسـم شـده    ) 8 .4(نمودار اين تابع در شكل      . گيريم را در نظر مي    1

  :است 

  
  8 .4شكل 

fمقادير         (x)  را وقتي x      به جدول زير توجه    . كنيم نزديك به صفر است بررسي مي
  .كنيد

/� � � �1  /� � �1  /� �1  /� 1  /� 5  1  x
  

/ /� � � � � � � �1 /� � � � � �1 /� � � �1  
� �1  4

  

1
  

f (x)
x

=
2

1 
  

 نزديك تر شـود     �ه  ـ از سمت راست ب    xقدر رـد كه ه  ـدهدول نشان مي  ـاين ج         
f (x)  توانه اين ترتيب مي   ـشود ب بزرگتر ميf (x)       ـ  ر ـرا بي اندازه بزرگ كرد، مشروط ب
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 ـ      ـاي.  نزديك شود  �ه  ـبي اندازه از سمت راست ب      xاينكه ر ـن خاصيت را با عبـارت زي

 :دهيم نشان مي
x

lim
x+→

= + ∞
�

2

1.  

fرـحال مقادي          (x)    را وقتيx   ود مطالعـه   ـشر نزديك مي  ـه صف ـپ ب ـ از سمت چ
  : كنيم به جدول زير توجه كنيدمي

/− � � � �1  /− � � �1  /− � �1  /− � 1  /− � 5 −1  x  

/ /� � � � � � � �1 /� � � � � �1 /� � � �1  
� �1  4  1  f (x)

x
=

2

1 
  

f نزديك تر شود � از سمت چپ به xدهد كه هر قدراين جدول نشان مي         (x) 

: دهيم اين خاصيت را با عبارت زير نشان مي. شودبزرگتر مي
x

lim
x−→

= + ∞
�

2

1.  

N ددـر ع ـ اگر براي ه   . تعريف 2 .7 .4 > δ دـددي مانن ـ، ع � > ه باشـد،   ـود داشت ـوج �

| :به طوري كه  x a | f (x) N< − < δ → >�.   
ناميم ايت مثبت مي  ميل كند، بي نهa به سمتx را وقتي كه fآنگاه، حد تابع         

: نويسيم و مي
x a
lim f (x)

→
= + ∞.  

g(x)توان رفتار تابع  مي) 1 .7 .4(به روش مشابه     3 .7 .4
x

−=
2

 را در نزديكي صفر نـشان       1

 رسـم شـده     9 .4 در شـكل     gنمودار  . ستا) 1 .7 .4( مذكور در    f قرينه تابع  gتابع  . داد
  :است 

  

  9 .4شكل 
  

 ـ. شـود اندازه كوچك مـي     بي g(x)شود نزديك مي  �ه  ـ ب x ا وقتي ـدر اينج          ن ـاي

 :دهيم يخاصيت را با رابطه زير نشان م
x
lim

x→

− = −∞
�

2

1 .  
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Nدد  ـر ع ـاگر براي ه  .  تعريف 4 .7 .4 < د، ـه باش ـ ـود داشت ـوج δدـدد مثبتي مانن  ـ ع �

|: به طوري كه  x a | f (x) N< − < δ → <�.   
ناميم و   مي ميل كند، بي نهايت منفي     a به سمت  x را وقتي كه     fه، حد تابع    آنگا        

: نويسيم مي
x a
lim f(x)

→
= −∞.  

وقتي    5 .7 .4
x a
lim f(x)

→
= +  و ∞

x a
lim f(x)

→
=  حـد نـدارد،   a در   f  خواهيم گفت     ∞−

  . اعداد حقيقي نيستند ∞− و∞+زير

h تابع  6 .7 .4 (x)
x

=  رسـم شـده     10 .4 اين تابع در شكل      نمودار. گيريم را در نظر مي    1

و ) 1 .7 .4( مذكور در    g و   f باتوابع   hتوجه به اين نمودار، تفاوت رفتار تابع         با. است
  .شودبه خوبي روشن مي) 3 .7 .4(

  

  
  10 .4شكل 

  

 ـ  ـ نزديك شود، مقادي   �ه  ـ ب �ر از   ـر كمت ـ از طريق مقادي   xوقتي           ر ـر تابع كوچكت
ر تابع بزرگتر    به صفر نزديك شود، مقادي     � از طريق مقادير بيشتر از       xشوند و وقتي    مي

شوند، به عبارت ديگرمي
x

lim
x+→

= + ∞
�

و 1
x

lim
x−→

= −∞
�

1.  

، nت  ـدد صحيح و مثب   ـر ع ـه ازاي ه  ـد ب ـت كني ـاده از تعريف ثاب   ـ با استف  . مثال 7 .7 .4

n
x

lim
x+→

= + ∞
�

N به ازاي هر   بايد نشان دهيم  . 1 > وجـود دارد بـه      δ عدد مثبتي مانند     �

: طوري كه   
n

x N
x

< < δ⇒ >�

 نابرابري. 1
n

N
x

nx معـادل بـا نـابرابري       1<
N

< 1 

n داد توان قراراست، پس مي N
=δ   شود كه به همين نحو، معلوم مي.  1
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  فرد باشدNاگر 
n

x

lim
x−→

= − ∞
�

  زوج باشدN اگر  و1
n

x

lim
x−→

= + ∞
�

1.  

  

+حد تابع وقتي كه متغير به( حدود در بي نهايت 8 .4 −و ∞   ) كند ميل مي∞

fدر اين قسمت رفتار تابعي مانند      1 . 8 .4 (x)  را وقتيx     شـود،   به اندازه كافي بزرگ مي

د ـكن ـه طور دلخواه انتخـاب مـي      ـر بزرگ را ب   ـ مقادي xگوييم  وقتي مي . كنيمبررسي مي 
 بزرگتر است در اين صورت      N از هر مقدار مثبت دلخواه مانند        xمقصود اين است كه   

x :نويسيم مي +→ ∞.  
را قبول كند گـوييم     −N هر مقدار دلخواه كوچكتر از هر عدد منفي مانند           xاگر          

xنويسيم كند و مي به بي نهايت منفي ميل مي : x −→ ∞.  

εر به ازاي هر  اگ. تعريف2 . 8 .4 > وجود   )εمعمولاً وابسته به (Nعدد مثبتي مانند  �

x :داشته باشد به طوري كه  N | f (x) L |−> → < ε.  
ناميم  به سمت بي نهايت مثبت ميل كند، مي        x ، وقتي كه   f را حد تابع   Lآنگاه،          

 :نويسيم و مي
x
lim f (x) L
→ + ∞

=.  

εاگر به ازاي هر  . تعريف3 . 8 .4 > Nدي مانندعد � < وجود داشته ) εوابسته به  (�

x: باشد به طوري كه  N | f (x) L |−< → < ε.  
نـاميم   به سمت بي نهايت منفي ميل كند، مي        x ، وقتي كه   f را حد تابع   Lنگاه،آ         
 :نويسيم و مي

x
lim f (x) L
→ − ∞

=.  

وان ـت ـدود در بي نهايت ذكر شد مـي       ـدود متناهي و ح   ـه آن كه در ح    ـتوجه ب  با 4 . 8 .4

  :روابطي مانند 

x
lim f(x)
→ + ∞

=      و   ∞−
x
lim f(x)
→ + ∞

= + ∞  

x
lim f (x)
→ − ∞

=     و    ∞−
x
lim f (x)
→ − ∞

= + ∞  

مثلاً . را تعريف كرد
x
lim f(x)
→ + ∞

= +   :  بدين معني است كه ∞

Nازاي هر عدده ب > M، عددي مانند� >   :به طوري كه  وجود دارد�
x M f(x) N> → >  

   آمده است 5 .8 .4تعريف دو مورد ديگر در تمرين         

  :  با استفاده از نابرابري حد، دو حكم زير را فرمول بندي كنيد .تمرين 5 . 8 .4
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 )الف
x
lim f(x)
→− ∞

=  )ب                  ∞−
x
lim f (x)
→ + ∞

= −∞   

  :تفاده از تعريف حد ثابت كنيد كه  با اس.تمرين 6 . 8 .4

 )الف
x

x
lim , x

x→ + ∞

+ = ≠2 5
2 �   

 )ب
x

x
lim , x

x→ − ∞

+ = ≠3 2
3 �   

 )پ
x

xlim , x
x→ + ∞

+ = ≠1
1 �   

دود در          ـدود نامتنـاهي و ح ـ    ـه ح ـ ـه در محاسب  ـه از قضايايي را ك    ـدست اينك آن  7 . 8 .4

  :كنيم آيند ذكر مينهايت به كار ميبي
+ يكي از نمادهـاي    a به جاي عدد  ) 16 .5 .4(تا  ) 6 . 5 .4(اگر در روابط    ) لفا −و ∞ ∞ 

  .ماننددهيم اين روابط به شرط وجود حدهاي مربوط به آنها برقرار ميرا قرار مي
cض كنيم فر) ب ≠ + يك حقيقي و يا يكي از نمادهـاي          aعددي ثابت و     � −و ∞ ∞ 

  : باشد، در اين صورت 
 اگر.1

x a
lim f (x)

→
= +   و  ∞

x a
lim g (x) c

→
  : آنگاه  =

x a

c
lim f(x) g (x)

c→

+
=

−

∞ >⎧⎪
⎨

∞ <⎪⎩

�

�

  
  

 اگر.2
x a
lim f (x)

→
= −  و ∞

x a
lim g (x) c

→
  :  آنگاه =

x a

c
lim f(x) g (x)

c→

−
× =

+

∞ >⎧⎪
⎨

∞ <⎪⎩

�

�

  
  

+،) ب(اگر در روابط    ) پ         cن  را جايگزي  ∞ > − و � cرا جايگزين  ∞ <  كنـيم   �
  .ماندقضيه همچنان برقرار مي

+دد حقيقي و يا يكي از نمادهـاي       ـ يك ع  aفرض كنيم   ) ت         −و ∞ باشـد و    ∞

x a
lim f(x)

→
=   :اين صورت  در. �

f اگر .1        (x)آنگاه كه همواره مثبت است، به سمت صفر ميل كند، ، در حالي  

x a
lim

f(x)→
= + ∞1  

f اگر.2         (x) كه همواره منفي است، به سمت صفر ميل كند آنگاه در حالي  

x a
lim

f (x)→
= − ∞1  

اگر
 اگر

اگر
 اگر
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+حقيقي و يا يكي از نمادهاي ددـ يك عaفرض كنيم  ) ث         −و ∞  باشـد، در  ∞

اين صورت اگر 
x a
lim f(x)

→
= +  و يا ∞

x a
lim f (x)

→
=  آنگاه ∞−

x a
lim

f (x)→
=1
�  .  

هرگاه) ج        
x
lim f(x)
→ + ∞

= +    كراندار پائين باشد آنگاه gو تابع  ∞

x
lim [f (x) g (x)]
→ + ∞

+ = + ∞  

هرگاه ) چ        
x
lim f (x)
→ + ∞

=  كراندار باشد آنگاه g و �
x
lim f (x)g (x)
→ + ∞

= �.  

  : پردازيم اين قسمت به حل چند مسئله نمونه مي در        

 : با استفاده از تعريف حد نشان دهيد كه . مثال8 . 8 .4
x

xlim
x→ + ∞

= +
+

∞
2

1
.  

Nد ثابت كنيم به ازاي هرباي         > M عددي مانند� >   : وجود دارد به طوري كه �

x M f (x) N> → >  
Nرض كنيم ـف         >   : داريم Mه ـاسبـد براي محـده باشـ داده ش�

x N>2 و 
x x x N

x x x
=

+ +
> >

2 2

1 2
Mدهيمقرار مي   N=2.  

sin توابع . مثال 9 . 8 .4 x و cos x وقتي x ـ     ت و ـه بينهايت مثب  ـب   لـيا بينهايت منفـي مي

كنيم كه د حد ندارند، ثابت مي    ـكنمي
x
lim sin x
→ + ∞

ه همـين  ـود نيست ساير موارد ب    ـ موج 

  .شوندنحو اثبات مي
كنيمفرض مي         

x
lim sin x L
→ + ∞

ε، مطابق تعريف حد براي هر     )فرض خلف  (= > � 

ε= جمله از 1

2
Mعددي مانند   >   : وجود دارد به طوري كه �

x M | sin x L |−> → < 1

2
  

ــله         ,M)در فاص )+ ــدد ∞ xدو ع k= + ππ
1

2
2

k) و ) x k= − π∈ π
2

2
2

 را در �

sin: ريم  گيريم دا نظر مي  x =
1
sin و 1 x = −

2
|بنـابراين .  1 sin x L | | L |− = − <

1

1
1

2
  ، 

| sin x L | | L | | L |− = − =− + <
2

1
1 1

2
  در نتيجه . 

| | | L L | | L | | L |= + = − + + − + + + =≤ <1 1
2 1 1 1 1 1 1 1

2 2
  

پس فرض خلف باطل و. و اين تناقض است
x
lim sin x
→ + ∞

  . موجود نيست

f فرض كنيم. مثال10 . 8 .4 (x) x cos x= +2 خواهيم مي3
x
lim f(x)
→ + ∞

  . را بررسي كنيم
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 دانيممي        
x
lim x
→ + ∞

= + cosو∞ x− خواهيم ) 7 .8  .4(از اينجا بنا بر قسمت ج از       1≥

 :داشت 
x
lim ( x cos x)
→ + ∞

+ = + ∞2 توجه كنيد كه. 3
x
lim cos x
→ + ∞

  . موجود نيست

خواهيم مي . مثال11 . 8 .4
x

cos xlim
x→ + ∞

  . دست آوريمه را ب

دانيم كه مي        
x
lim

x→ + ∞
=1
cosو� x− ≤ ≤1 خواهيم ) 7 .8  .4( پس بنا بر قسمت چ از      1

: داشت 
x

cos xlim
x→ + ∞

= �.  

خواهيم مي . مثال 12 . 8 .4
x

x
lim

x→ + ∞

+
−

5 2

3 8
مخرج را بر بزرگترين      را پيدا كنيم، صورت و     

  :كنيم، داريم مخرج آمده است تقسيم مي كه در صورت و xتوان 

x x x

x x

x x x

x x x

x x x

lim ( ) lim lim
x xx xlim lim

x lim ( ) lim lim
x x x

lim lim lim
x

lim lim lim
x

→ + ∞ → + ∞ → + ∞

→ + ∞ → + ∞

→ + ∞ → + ∞ → + ∞

→ + ∞ → + ∞ → + ∞

→ + ∞ → + ∞ → + ∞

+ +++ = = =
− − − −

+
+ ×= = =
− ×−

2 22 5 55
5 2

3 8 8 8 8
3 3 3

1
5 2

5 2 5

1 3 8 3
3 8

�

�

  

 براي محاسبه  . مثال 13 . 8 .4
x

x x
lim

x→ − ∞

+ +
−

2

3

5 3 1

7 1

مخرج را بر بزرگترين توان       صورت و  

x كه در صورت و مخرج آمده است، يعني بر x 3
  : كنيم داريم ، تقسيم مي 

x

x x

x

lim ( )
x x xx x x x xlim lim

x lim ( )
x x

→ − ∞

→ − ∞ → − ∞

→ − ∞

+ ++ +
+ + + += = = =

−− − −

2 2 32 3

3

3 3

7

5 3 15 3 1

5 3 1

1 17 1 7 7

� � �

�

�

  

ه  ـراي محاسب ـب . مثال 14 . 8 .4
x

x x
lim

x→ + ∞

−
+

2
4 7

3 8
 ـ  ـصورت و مخ    x2ر  ـرج را ب

تقـسيم   

   :آوريمكنيم به دست ميمي

x x

x x xlim lim
x

x x
→ + ∞ → + ∞

−− =
+ +

2

2

4
7

4 7

3 8 3 8
  

  

  :گيريم حال حد صورت و مخرج را جداگانه در نظر مي
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x x x

x x x

lim ( ) lim lim
x x

lim ( ) lim lim
x xx x

→ + ∞ → + ∞ → + ∞

→ + ∞ → + ∞ → + ∞

− = − = − = −

+ = + = + =
2 2

4 1
7 4 7 7 7

3 8 1 1
3 8

�

� � �  

كند لذا  حد صورت عددي منفي و مخرج در حالي كه مثبت است به صفر ميل مي                     

: خواهيم داشت ) 7 .8  .4(بنابر بر قسمت ت از 
x

x x
lim

x→ + ∞

− = −
+

∞
2

4 7

3 8
  

 فرض كنيم. مثال15 . 8 .4
n n n

n
m m m

n

a x a x a x ... a
f (x)

b x b x b x ... b

− −

− −

+ + + +
=

+ + + +

1 2

1 2

1 2

1 2

�

�

   

  : آيد ت ميسه مثال قبل ذكر شد به دس بنابر آنچه در        

x

a
(n m)

b

lim f (x) (n m)

(n m)

→ ± ∞

=

=

⎧
⎪
⎪⎪ <⎨
⎪
⎪∞ >
⎪⎩

�

�

�  

ورت و ـوم ص ــحالت س و در nxرج را برـت اول و دوم صورت و مخـدر حال        

  .تقسيم كنيد mxمخرج را بر

براي محاسبه . مثال16 . 8 .4
x

xlim
x→ + ∞ +2

1

  :  داريم 

x x x x

x x xlim lim lim lim
x x ( ) x

x x x

→ + ∞ → + ∞ → + ∞ → + ∞
= = = =

+ + + +
2

2

2 2 2

1
1

1 1 11 1 1 1

xزيرا از ( +→ x  داريم∞ > x ، در نتيجه� | x | x= =2(  

براي محاسبه  . مثال17 . 8 .4
x
lim ( x x x )
→ + ∞

+ + −2
2   :قبلاً ملاحظه كنيد كه  5

( x x x ) ( x x x )
x x x

x x x

x ( )x x x x x

x x x x x x x ( ) x
x x

+ + − + + +
+ + − =

+ + +

++ + − += =
+ + + + + + + + +

2 2

2

2

2 2

2 2
2

2

2 5 2 5
2 5

2 5

5
2

2 5 2 5

2 52 5 2 5 1

  

xچون  +→ xلذا  ∞ > xپس  � | x | x=   شود با بنابراين كسر فوق برابر مي 2=
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x ( )
x x

x ( )
x xx x

+ +
=

+ + + + + +
2 2

5 5
2 2

2 5 2 5
1 1 1 1

  در نتيجه داريم   

x x

xlim ( x x x ) lim

x x

→ + ∞ → + ∞

+
+ + − = = =

+ + +

2

2

5
2

2
2 5 1

22 5
1 1

  

  . حدهاي زير را به دست آوريد. تمرين18 . 8 .4

1. 
x
lim ( x x )
→ + ∞

+ −2
4                2. 

x

x
lim

x+→

−
−

2

3

9

3
  

3. 
x

x
lim

x+→

+
−

2

3 5

2
                          4. 

x

x
lim

x−→

+
−

2

3 5

2
   

5. 
x

x x
lim

x x→ + ∞

− +
+ +

2

3

2 5

4 1

                   6. 
x

nlim ( ... )
n n n→ + ∞

−+ + +
2 2 2

1 2 1   

  

   پيوستگي تابع 9 .4

x را درf تابع 1 . 9 .4 a=ناميم هرگاه سه شرط زير برقرار باشد  پيوسته مي :  

        1. f در a باشد، يعني تعريف شدهf (a)،وجود داشته باشد   
        2. f در a حد داشته باشد، يعني 

x a
lim f (x)

→
   وجود داشته باشد، 

 حد تابع برابر مقدار تابع دراين نقطه باشد، يعني.3        
x a
lim f (x) f (a)

→
=.  

xاگر يكي از شرايط بالا، در                a=  برقرار نباشد ،f  را در aاگر . ناميم ناپيوسته مي
f در a ،پيوسته نباشد aرا يك نقطه ناپيوستگي fناميم مي.  

xf تابع . مثال 2 . 9 .4 (x)
x

−=
−

2
9

3
x  در نقطه   =  در قلمـرو    3دد  ـزيرا ع ،   ناپيوسته است  3

f به عبارت ديگر   ،تابع نيست  ( . پيوستگي برقرار نيـست   ) 1( وجود ندارد يعني شرط      3(
  . داراي حد است3اگر چه اين تابع در نقطه 

x  تابع . مثال 3 . 9 .4 x
f (x)

x x

−
=
⎧ <⎪
⎨

>⎪⎩

2
1 1

2 1

x در نقطه    ـ ، پيوسته نيست  1= fراـ زي ( )1 

   رسم شده11 .4 در شكل fپيوستگي برقرار نيست نمودار ) 1 (وجود ندارد يعني شرط

Mohour
Pencil

Mohour
Pencil
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  .است

  
  11 .4شكل 
  

تابع   . مثال 4 . 9 .4
x x

f (x)
x x

+
=

−

>⎧⎪
⎨

≤⎪⎩

4 1 3

2 5 3
خواهيم پيوسـتگي  گيريم، مي  را در نظر مي    

f را در x = f .بررسي كنيم 3 ( ) =3    .برقرار است) 1( بنابراين شرط 1

x x

lim f (x) lim ( x )
− −→ →

= − =
3 3

2 5    و 1
x x

lim f (x) lim ( x )
+ +→ →

= + =
3 3

4 1 13  

چون        
x x

lim f (x) lim f (x)
+ −→ →

≠
3 3

شود   ، نتيجه مي   
x
lim f (x)

→ 3

وجود ندارد، بنـابراين     

  . ناپيوسته است3 در fبرقرار نيست، لذا ) 2(شرط 

 تابع . مثال 5 . 9 .4
x x

f (x) x

x x

−

= =

− +

⎧ <
⎪⎪
⎨
⎪ >⎪⎩

2
1 1

2 1

1 1

 رسم شـده    12. 4را كه نمودار آن در شكل        

  :گيريم است در نظر مي
  

  
  

  12 .4شكل 

Mohour
Pencil

Mohour
Pencil
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       f ( ) =1 از.  برقرار است  )1( يعني شرط    2
x x

lim f (x) lim (x )
− +→ →

= =
1 1

 شودنتيجه مي �

x
lim f (x)

→
=

1

برقرار است اما از   ) 2( يعني شرط    �
x
lim f (x) f ( )

→
≠

1

شـود شـرط     نتيجه مي  1

x در fبرقرار نيست لذا ) 3(   . ناپيوسته است1=

xتابع  . مثال6 . 9 .4 x
f (x)

x x

+ −
=

− + −

⎧ >⎪
⎨

≤⎪⎩

2
1 2

2 1 2

سه شرط پيوستگي . گيريم را در نظر مي

  . بررسي مي كنيم fرا در مورد تابع 
       f ( )− =2 از. برقرار است ) 1( بنابراين شرط    5

x

lim f (x)
+→ −

=
2

و5
x

lim f (x)
−→ −

=
2

5 

شودمي نتيجه
x
lim f (x)

→ −
=

2

چون و برقرار است )2(بنابراين شرط5
x
lim f (x) f ( )
→ −

= = −
2

5 2  

x درfلذا. برقراراست) 3(بنابراين شرط  =  13 .4نمودار تابع در شكل.  پيوسته است2−
  .شده استرسم 

  
  

  13 .4شكل 

    . تعريف7 . 9 .4

 پيوستگي چپ دارد هرگاه a در f تابع.1
x a

lim f (x) f (a)
−→

=.  

 اه پيوستگي راست دارد هرگa در f تابع.2
x a

lim f (x) f (a)
+→

=.  

   . نه پيوستگي راست دارد نه چپ1در ) 3 .9 .4(تابع مثال ) الف.  مثال8 . 9 .4

  . پيوستگي چپ دارد3در ) 4 .9 .4(تابع مثال ) ب
   . هم پيوستگي راست دارد هم پيوستگي چپ-2در ) 6 .9 .4(تابع مثال ) پ

استفاده  ابع را ـ باتوجه به آنچه در تعريف حد ديديم ـ با  تعريف پيوستگي يك ت 9 . 9 .4

  : كنيم به صورت زير بيان ميδو  εاز نمادهاي

Mohour
Pencil
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        f رادر aيم، هرگاه براي هرنام پيوسته ميε > وجود داشته  δ عدد مثبتي مانند�
|: باشد به طوري كه  x a | | f (x) f (a) |− −< δ → < ε.  

x در g و f اگر توابع . قضيه10 . 9 .4 a= پيوسته باشند، آنگاه  :  

1. f (x) g (x)± در x a=پيوسته است  .  
2. c f (x)در x a= پيوسته است  )cعددي است ثابت (.   
3. f (x) g (x)در x a=پيوسته است .  

4. f (x)
g (x)

xدر  a=پيوسته است (g (x) )≠ � .  

5. | f (x) xدر | a=پيوسته است .  
را ) 1(دراينجـا فقـط قـسمت    . شود اين قضيه با استفاده از قضاياي حد اثبات مي         .اثبات

  .شوندهاي ديگر با روش مشابهي ثابت ميكنيم قسمتثابت مي
x درg و fچون         a= شود كه د از تعريف پيوستگي نتيجه ميانپيوسته  

x a
lim g (x) g (a)

→
  و =

x a
lim f (x) f (a)

→
=  

  از اينجا بنابر قضاياي حد داريم 

x a x ax a

lim [f (x) g (x)] lim f (x) lim g (x) f (a) g(a)
→ →→

± = ± = ±  

fيعني (x) g (x)±  درx a= پيوسته است.  

ر نقطه داراي حـد     ـاي در ه  د جمله ـر تابع چن  ـديديم كه ه  ) 11 .5 .4(در  .  قضيه 11 . 9 .4

 ـ  ـذا ه ـه است، ل  ـع درهمان نقط  ـدار تاب ـدش برابر مق  ـوده و ح  ـب  ايهـد جمل ـ ـر تابع چن
n n

np (x) a x a x ... a−= + + +1

1�

  . در هر نقطه پيوسته است

p(x)  اگر . نتيجه 12 . 9 .4
f (x)

q (x)
اط قلمـروش   ـ در همه نق   f د، آنگاه ـا باش ـتابعي گوي  =

faپيوسته است زيرا فرض كنيم D { x | q (x) }= ≠∈   :  داريم �

x a

x a
x a

lim p(x)
p (a)

lim f (x) f (a)
lim q (x) q (a)

→

→
→

= = =  

xf نشان دهيد كه تابع      . مثال 13 . 9 .4 (x)
x

+=
−

3

2

4

25

 . در همه نقاط قلمروش پيوسته است      

  شود،مي صفر در آنها كه مخرج همه اعداد حقيقي است جزء آنهايي  مجموعهfقلمرو
fDيعني { , }= − − +5 faفرض كنيم،  �5 D∈داريم  :  
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x a

x a x a
x a

lim( x )
x alim f (x) lim f (a)
x lim(x ) a

→

→ →
→

+
+ += = = =

− − −

3

3 3

2 2 2

4
4 4

25 25 25

  

  . درهر نقطه از قلمروش پيوسته استfبنابراين 
  : پذيريم قضيه زير را بدون اثبات مي        

x در fاگر تابع .  قضيه14 . 9 .4 b=پيوسته و 
x a
lim g (x) b

→
   باشد، آنگاه=

 
x a
lim (f og ) (x) f ( b )

→
=  

به عبارت ديگر
x a x a
lim (f og ) (x) f ( lim g (x))

→ →
=.  

g درf وتابعa در g اگر تابع  . قضيه 15 . 9 .4 (a)پيوسته باشد، آنگاه f ogدر a  پيوسـته 

  .خواهد بود

  : داريم) 14 . 9 .4(طبق قضيه 

x a x a x a
lim (f og ) (x) lim f (g (x)) f ( lim g (x)) f (g (a ) ) ( fog ) (a)

→ → →
= = = =  

fو اين به معني پيوستگي تابع  ogدر aاست .  

xhعـتاب.  مثال 16 .9 .4 (x) ( x )= + +4 3 6
5 خـواهيم نـشان    ريم مـي  ـگي ـر مي  را در نظ   7

 ـ. ه اسـت  ـوستـاط قلمروش پي  ـه نق ـع در هم  ـن تاب ـم اي ـدهي fرض كنـيم  ـف (x) x=  و  6

xg (x) x= + +4 3
5   : در اين صورت داريم7

x x(f og)(x) f ( x ) ( x ) h (x)= + + = + + =4 3 4 3 6
5 7 5 7  

  بنـابر انـد بنـابراين و  ـ پيوسته� در همه نقاط قلمرو خود ـ يعني g و fتابع دو        

پيوسته  � به دست آمده است در       g و fه از تركيب دو تابع    ـ، ك  hتابع   15 . 9 .4قضيه  

  است

n پيوسته باشد آنگاه   a در f اگر . تمرين 17 . 9 .4
f (x)       براي همه اعداد صحيح و مثبت 

nدر x a=روشن است كه براي مقادير زوج.  پيوسته استn بايد ، f (a) ≥ � .  

x درf تابع . قضيه18 . 9 .4 a=تنها اگر  پيوسته است اگر و
h
lim f (a h) f (a)

→
+ =

�

.  

g فرض كنيم .اثبات ( h ) (a h)=  ، چون+
h
lim g (h ) a

→
=

�

x درf و a=وسته اسـت  ـ پي

x در fogلذا تابع مركب a= اينجا  پيوسته خواهد بود از
h
lim f (g (h )) f (a)

→
=

�

  يعني 

 
h
lim f (a h) f (a)

→
+ =

�
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εر برقرار باشد از تعريف حد براي هر       ـبرعكس اگر رابطه اخي            > عـددي ماننـد     �
δ > | وجوددارد به طوري كه � h | | f (a h) f (a) |− + −< < δ → < ε� �)  1(  

a دهيمرار مي ـق         h x+ h  از اينجا  = x a=  ر در ـه صورت زي  ـب) 1( ، در نتيحه     −
|د  ـآي ـمي x a | | f (x) f (a) |− −< < δ → < ε� ،  ـ  ا  ـي

x a
lim f (x) f (a)

→
 a در fيعنـي  =

  .پيوسته است
  :كنيم كه  ثابت مي18 .9 .4به عنوان كاربردي از قضيه         

sin تابع. مثال19 . 9 .4 x پيوسته است� در هر نقطه از .  

sinچون          aو cosaوقتي h →   :  مقادير ثابتي هستند، لذا داريم �

h h h
lim sin(a h) sina lim cosh cosa lim sin h (sina)( ) (cosa)( ) sin a

→ → →
+ = + = + =1

� � �

�

 
a) را در فاصله باز    fتابع.  تعريف 20 . 9 .4 ,b) ناميم، هرگـاه  پيوسته ميf     در همـه نقـاط

a) حداقل در يك نقطه از فاصله      fاگر. اين فاصله پيوسته باشد    ,b)   پيوسته نباشـد f  را 
a)روي ,b)ناميم ناپيوسته مي.  

xf  تابع . مثال 21 . 9 .4 (x)
x

=
− 4

 4ز  ـ ج ـ �هر نقطه    اين تابع در  . گيريمرا در نظر مي    

 نباشد پيوسـته    4ه شامل   ـر فاصله بازي ك   ـدر ه ) 20 .9 .4(لذا طبق تعريف    . پيوسته است 
  .است

a]هـ را روي فاصله بست    fتابع.  تعريف 22 . 9 .4 ,b] هرگاه سه شـرط     ناميم،وسته مي ـ پي

  : زير برقرار باشد
        1.fروي بازه (a ,b)پيوسته باشد   
        2 .

h a

lim f (x) f (a)
+→

=  

        3. 
h b

lim f (x) f ( b )
−→

=   

a] را روي fاگر يكي از شرايط بالا برقرار نباشد،         ,b]ناميم ناپيوسته مي.  

 پيوسـتگي   3وشـرط    a را در    f پيوستگي راست  2شرط  ) 22 . 9 .4(در تعريف    23 . 9 .4

  .كند تعريف ميb را درfچپ

  پيوستگي تابع. مثال24 . 9 .4
x x

f (x)
x x

+ −
=

+

≤ <⎧⎪
⎨

≤ ≤⎪⎩

2 3 2

3 1

�

�

] بسته را در فاصله  , ]−2 1    

  .بررسي كنيد
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اولاً از        
x x

lim f (x) lim f (x) f ( )
− +→ →

= = =3
� �

 پيوســته � درfشــود كــه نتيجــه مــي�

) درfاست بنابراين , )−2   . پيوسته است1
ثانياً        

x x

lim f (x) lim ( x ) f ( )
+ +→ − →−

= + = − = −
2 2

2 3 1 2.   

ثالثاً         
x x

lim f (x) lim ( x ) f ( )
− −→ →

= + = =
1 1

3 4 1.  

] درf) 22 . 9 .4(پس بنابر          , ]−2    .پيوسته است 1

    . تمرين25 . 9 .4

a) هـاي  را روي فاصله   f پيوستگي تابع  .1 ,b] ، [a ,b) ،(a , ) و ∞( ,a ]− تعريـف   ∞
  .كنيد

cos ثابت كنيد تابع.2 x پيوسته است� روي   

sin  ثابت كنيد تابع.3 xf (x)
cos x

+=
+

2

3
  .اط قلمروش پيوسته استدر همه نق 

 پيوسته است ؟� تابع زير روي a براي چه مقداري از .4
a x x

f (x)
ax x

−
=

<⎧⎪
⎨

≥⎪⎩
2

1 2

2

  

f تابع.5 (x)
x

=
−2

1

4

  روي چه فواصلي پيوسته است ؟ 

fبع نشان دهيد تابع نشان دهيد تا.6 (x) x= − 2
] روي فاصله9 , ]−3   . پيوسته است3

 پيوستگي تابع    .7
x x

f (x) x x

x x

− −

= + −

⎧ <
⎪⎪ ≤ ≤⎨
⎪

>⎪⎩
2

2 1 1

5 2 1 4

4

]هـاي  را در فاصله    , )−1 4   ،( , )− ∞ 4 ، 

( , )− + ] و 1∞ , )+   .بررسي كنيد 4∞
  . با استفاده از پيوستگي تركيب توابع حد زير را محاسبه كنيد.8

x

xlim sin (cos )
x→

+
+

π
2

1

2�

  

  :در اين قسمت به سه مثال زير توجه كنيد         

 اگر تابع . مثال26 . 9 .4

ax b x x

x xf (x)

a x x
x

x

+

+ ==
+

−

⎧ >⎪
⎪
⎨
⎪ −
⎪ <
⎩

2

2

3 1

2 1 1

3 2 1
1

1

x يدر نقطه     وستهـ پي1=

  . را بيابيدb و aباشد مقادير



  1رياضيات عمومي      122

x

xx x

f ( ) ( ) lim f (x) (a ) b( ) a b

a | x | a ( x ) a
lim f (x) lim lim

(x )(x )x

a b
a , ba

+

− −

→

→→ →

= + = = + = +

− − − −= = =
− +−

+ =
= − =− =

⎧
⎪ →⎨
⎪⎩

1

2
11 1

1 1 12 1 3 3 3

3 1 3 1 3

1 1 21

3 3

2 93
3

2

  

  عـابـگي تـوستـپ و پيـگي چـوستـت، پيـوستگي راسـپي. الـ مث27 . 9 .4
x xf (x) + −= +⎡ ⎤ ⎡ ⎤

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

5 5

1 1� �

  

xرا در =   .كنيد  بررسي5

x x

f ( )

lim f (x) , lim f (x)
+ −

+ + − −

→ →

= + =

= + = + = = + = − = −
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦5 5

5 1 1

1 1
1 1 1 1

1 1 1 1

�

� � � �

� �

� � � �

  

≠چون           −1 x در   f پس 1 =   پيوسته نيست و چون    5
x

lim f (x) f ( )
+→

=
5

 f پـس  5

xدر =   .پيوستگي راست دارد 5

fتابع . مثال28 . 9 .4 (x) [ x ]= )ي در بازه3 ,    در چند نقطه ناپيوسته است ؟�5(

 تابع جزء صحيح در نقاطي كه عبارت داخل جزء صحيح را به عدد صحيح تبديل                     
   .كنند ناپيوسته استمي

x x x , ,..., x , ,...,= =< < → < < ⇒
3 3 3

3 3
5 125 1 2 124 1 2 124� �  

  . نقطه ناپيوسته است124 در fپس

fتابع  ) 12 .6 .4( بنا بر  . نكته 29 . 9 .4 (x) [ x x در نقاط    =[  پيوستگي راست دارد و     �∋

xدر نقاط −∈�   .پيوسته است �

  

   هاي بستهتوابع پيوسته دربازه 10 .4

ها هايي دارند كه دراين قسمت يكي از اين ويژگيويژگي هاي بستهتوابع پيوسته دربازه
  : آوريم را بدون اثبات مي

a] در فاصله fاگر تابع. قضيه مقدار مياني 1 . 10 .4 ,b] وسته باشد وـپيkنـ عددي بي  
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f (a) و f ( b xدـدد حقيقي مانن  ـباشد آنگاه حداقل يك ع     (
�

a) در فاصله   ,b) ودـ وج ـ 
f دارد به طوري كه (x ) k=

�

 .  
بدين   -  نشان داده شده است    14 .4 كه در شكل   - مقدار مياني  قضيه تعبير هندسي         

yصورت است كه خط k=نمودار تابع fكند يك نقطه قطع مي در را حداقل.  
  

  
  14 .4شكل 

kقضيه مقدار مياني قرار مي دهيم  در .نتيجه و كاربرد 2 . 10 .4 =   : بنابراين داريم �

f (a ) f ( b )< f يا  �> ( b ) f (a )< <�  
f در هر دو حالت    (a ) f ( b ) < a] در   fپس اگر ،  � ,b]  پيوسته وf (a ) f ( b ) < آنگـاه   �

xحداقل يك عدد حقيقي مانند
�

a)در فاصله  ,b)  وجود دارد به طوري كـه f (x ) =
�

� 
fييعني معادله  (x) = a) حداقل يك جواب در فاصله     � ,b)        دارد و به معني ديگر تـابع

f محور x       يها را حداقل در يك نقطه در فاصله(a ,b)  15 .4د، بـه شـكل      ـكن قطع مي 
  : توجه كنيد 

  
  15 .4شكل 
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xخواهيم ثابت كنيم معادله    مي . مثال 3 . 10 .4 x− − =4
7 ] در فاصله  � ,  حداقل يـك    �2[

fدهيم قرار مي  .ريشه دارد  (x) x x= − −4
]اي است لذا بـر       چند جمله  f ، تابع    7 , ]2� 
f :پيوسته است و نيز داريم  ( ) = >2 7 f  و� ( ) = − <7� �.  

fآوريماز اين دو به دست مي        ( ) f ( ) <2� ي مقدار مياني حداقل پس بنا بر قضيه. �
xعددي مانند 

�

f وجود دارد به طوري كه  (x ) =
�

xيعني �
�

  .ادله است جواب مع
 .دـكن ـود حداقل يك ريشه را تضمين مي      ـدار مياني وج  ـه قضيه مق  ـتوجه كنيد ك          

ز اين قضيه در مورد مقدار      ـه باشد و ني   ـز داشت ـهاي ديگري ني  ممكن است معادله جواب   
  .دهدهاي معادله اطلاعي به دست نميواقعي ريشه يا ريشه

ax ر معادله درجه دوم   ـد ه ـثابت كني  . مثال 4 . 10 .4∗ bx c+ + =2
aبا شرط    � c+ = � 

] همواره يك ريشه در فاصله , ]−1 f فرض كنيم  . دارد1 (x) ax bx c= +   :  داريم 2+

f ( ) f ( ) a b c a b c (a b)− + = − + + + + = + = × =1 1 2 2 � �  

fازاينجا  ( ) f ( )− = −1 f :پس  . 1 ( ) f ( ) f ( ) f ( ) [ f ( ) ]− = − = − <2
1 1 1 1 1 �.  

f يدر نتيجه بنا بر قضيه مقدار مياني معادله                (x) = ]  يك ريشه در فاصله    � , ]−1 1 
  .دارد

x  اگر معادله. مثال5 . 10 .4 ax+ + =3
2 ]ازه ـ در ب� , ]−1 ل داراي يـك ريـشه   ـحداق 2

  . را تعيين كنيدaباشد حدود 

fفرض كنيم  (x) x ax= + +3
]اي است و در بازه    ، اين تابع چند جمله    2 , ]−1 پيوسـته   2

f: است داريم ( ) a a= + + = +2 8 2 2 2 f و�1 ( ) a a− = − − + = −1 1 2    بنابر قضيه مقدار1
f :مياني بايد داشته باشيم  ( ) f ( ) ( a )( a )− − +< <1 2 1 2 1� � �.  

a نـد از  اارتـن نابرابري عب  ـپ اي ـهاي سمت چ  هـريش         aو  1= = علامـت   ، 5−
  :اي در جدول زير آمده استهلدوجم

  

+ ∞    − ∞ a 

-  +  -  ( a )( a )− +1 2 1�  
    جواب    جواب

  

a بنابراين  ( , ) ( , )− − +∈ ∞ ∞5 1∪  
  

1                         5 -  

°                           ° 
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   خود آزمايي 11 .4

Aي مجموعه .1 { x | x }= −< <1 2 1  δ  و شعاع  aزـه مرك ـارن ب ـ يك همسايگي متق   3
a)ست زوج مرتبا , )δ دام است ؟ك  

))الف ),1 3

2 2
)) ب                                ),1 1

2 2
     

))پ ),1 )) ت                                   2 ),11
2

    
| نامعادله.2 x | x− <2   .است …… ...و شعاع. …… يك همسايگي متقارن به مركز2

2, )الف 4

3 3
2, )ب                                  1

3 3
     

, )ج −1 , )د                                    2 −2 1   
)ي مجموعه .3 ,a b ) ( a ,a b )− − +1 2 a.يك همسايگي متقارن محذوف است     ∪3 b+ 

  كدام است ؟
   3) ب                                       2) الف
   5) ت                                        4) پ
)بازه   اجتماع دو.4 ),−1 )و 3 ),2 ايـم  ارن نوشـته ـه صورت يك همسايگي متقـ را ب5

  شعاع اين همسايگي كدام است ؟
   3) ب                                       2) الف
   5)   ت                                      1) پ

xf  در تابع  .5 (x)
x

−=
−

2
9

3
د براي ـاگر تعريف ح   

x
lim f (x)

→
=

3

 را بنويـسيم بـا فـرض        6

=ε 1

1� �
  كدام است ؟ δدار  بيشترين مق

1 )الف

5 �

1 )ب                                   

1� �
                       

1 )پ

15 �

1 )ت                                   

2 � �

    

):  داريم N براي هر عدد مثبت .6 | x | N)
( x )

−
−

< < δ → >
3

1
3

3

�  

  : رگاه داشته باشيم ه

N=δ )الف  )ب      2
N

=δ
2

1          

 )ت                             N=δ )پ
N

=δ 1    
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) با استفاده از عبـارت   .7 | x | | f (x) | )− −∀ε > ∃δ > < < δ⇒ < ε2 4� �  كـدام حـد   �
  مورد مطالعه است؟

fحد راست) الف (x) در x fحد چپ) ب          2= (x) در x =2    
fحد ) پ (x)  در x fحد) ت                  2= (x) در x = 4   

xf تابع   .8 (x)
x

−=
+
1

2
x وقتي    +→ 3ي در فاصله ∞

1� �
گيـرد   كمتر از حدش قـرار مـي  

  : هرگاه 
x )الف > x )ب                              96 > 97  

x )ج > x )د                                 98 > 99  

|و �ي با دامنهf تابع.9 f (x) | x) تابع.در هيچ نقطه حد ندارد 1≥ ) f (x)−2
در چنـد   1

   ؟نقطه حد دارد
      2) ب                               1 )الف
  �) ت  3) پ

f  در تابع  .10 (x) [ x] [x] [x ]= + − 2
3 xاگر2 در ـد چـپ چق ـ   ـد راست از ح   ـح،  2→

  بيشتر است ؟
      1) ب                               �) الف
   4) ت  2) پ

11. 
x
lim tg x sin ( )

x→

2

2

1
4

�

   كدام است ؟

      صفر) ب                               4) الف
  ∞ )ت  1)پ

12. 
x
lim x

sin x→

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

1
3

2
�

   كدام است ؟

3) الف

2
  3) ب                              

2) ت                                    صفر  ) پ

3
     

∗13. 
x

x x
lim

x+→

+
4

�

  كدام است ؟

  صفر ) ب                                      ∞ )الف

1 )ت                                          1) پ
4
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14. [x]

x

lim [ x ]
+→

− 2

�

   كدام است ؟

  صفر) ب                                       -1) الف
  1)  ت                                       ∞ )پ

15. 
x

lim Arccos
x−→ +

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠1

1

2
   

   است -1برابر ) ب                  برابر يك است ) الف
  وجود ندارد) ت                        برابر صفر است ) پ

 فرض كنيم .16

a xArc sin x
f (x)

bx b
x

x

=

−

⎧ >⎪ π⎪
⎨ −⎪ <
⎪⎩ 2

1
2

1

1

  اگر
x
lim f (x)

→1

a موجود باشد
b

.را بيابيد 
  

x در تابع    .17 x [x]
f (x)

x [x]

+
=

+

⎧⎪
⎨
⎪⎩

3
2

5 7

 حاصل ، 
x x ( )
lim f (x) lim f (x)

− −−→ →
+

2 1

را به دست   

  . آوريد

cosax حد عبارت.18 cosbx
x
−
2

xدر  =    اتحادتوجه به  با�
x y x y

cos x cos y sin sin
+ −− = −2
2 2

  
  كدام است ؟

a) )لفا b )−2 2
b) )ب                            2 a )−2 2

2   

a) )پ b )−2 21

2
b)) ت                              a )−2 21

2
   

   است ؟ كداميك از حدهاي زير موجود.19

 )الف
x

lim Arc cos x
+→1

 )ب  
x

xlim Arc sin
x→+ ∞

+
−
1

1
   

 )پ
x

lim Arc cos x
−→1

 )ت               
x
lim Arc sin ( x )

→
+1

�

   

  هاي زير برابر يك نيست ؟ حد كداميك از تابع.20

 )الف
[x]

x

( )
lim

x+→

−
−

1

1

3 4
 )ب                         

[x]

x

( )
lim

x−→

−
−

1

1

3 2
   

 )پ
x

x | x |lim
x+→

−
−

1

1

1
) ت                         

x

x | x |lim
x−→

−
−

2

1

1

1
  

 حاصل.21
x

xlim (x x )
x→ + ∞

+ −
−
2

1
    كدام است ؟

زوج

 فرد
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2 )الف

3
−) ب                                       2

3
    

3 )پ

2
− )ت                                         3

2
    

22. 
x

x sin x
lim

x sin x→

+
−

4 3 2

2 4 3�

   كدام است ؟

  -1) ب                                        1) الف
  وجود ندارد) ت                                     صفر ) پ

نشان دهيد كه. 23
x

xlim
x→

− =
− 31

1 3

2
1

xراهنمايي قرار دهيد ( z= 6.(  

24. 
x
lim x ( x x )
→ ∞

+ −2
   كدام است ؟1

  1) ب                                    صفر ) الف

1 )پ
2

   2) ت                                         
  : به صورت زير تعريف شده است f تابع .25

x x

f (x) x x

x x

+ −

= − −

−

<⎧
⎪
⎪ ≤ ≤⎨
⎪ <⎪⎩

2

6 2

4 2 2

6 2

  

  .هر يك از حدود زير را در صورت وجود بيابيد        

x x x x

lim f (x) , lim f (x) , lim f (x) , lim f (x)
− + − +→ − → − → →2 2 2 2

  

 رض كنيم ـ ف .26
x

x
lim a

x→ + ∞

+
=

2
 و 2

x

xlim b
x→ + ∞

=
+ 2

2

 كـداميك از مـوارد زيـر        .

  درست است ؟
a )الف b>                                  ب( a b<   
a )پ b=                                    ت( a b=2   

x فرض كنيم . 27 x
f (x)

x

+=
−

2

2

3

2 3

x و 
g (x)

x
−= 2 1

4
  و 

x
lim h(x),f (x) h(x) g(x)
→ + ∞

≤ ≤  

  .چيست
   كداميك از توابع زير در همه نقاط قلمروش داراي حد است ؟.28

 )الف
x x

f (x)
x x

−
=

−

>⎧⎪
⎨

≤⎪⎩
2

1 2

5 2

x )ب            x x
g (x)

x x

+
=

+

⎧ ≥⎪
⎨

<⎪⎩

2
4

1

�

�
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 اگر.29
x
lim f(x)

→
= −2

�

 باشد آنگاه
x

lim [f (x) ] sin
x→

+ π
2

2

�

.   

   است -2برابر ) ب                           است 2برابر ) الف
  وجود ندارد ) ت                        برابر صفر است ) پ

 ثابت كنيد .30
x
lim xsin

x→ + ∞
=1
1.   

   زير چند مورد درست است ؟ مورد4 از .31

1. 
x

sin ( x )
lim

x→

− = −
−1

1
2

1
                   2. 

x

cos xlim
xcos→

− =
−

1
4

1
2

�

    

3. 
x

x
lim

cos xπ→

−
=

π

2

2
1                         4. 

x

sin xlim
x→ π

=
−

π

π

2

2

2
1

   

  3) ب                                        4) الف
   1) ت                                           2)پ

xf اگر.32 (x) sin
x

− −=
+

11

1
  آنگاه 

x
lim f(x)
→ + ∞

.   

−برابر) ب.                           وجود ندارد) الف π
4

   .است 

+برابر) پ π
4

−برابر) ت.                          است π
2

   .است 

33. 
x
lim Arccos ( x x x)
→ + ∞

+    : برابر است با2−

π )الف
3

π )ب                                       
4

   

π )پ
2

π )ت                                        
6

   

)در بازه  xرـه ازاي ه  ـ اگر ب  .34 , )− π π
2 2

cosيرابطه  x f (x) x− +≤ ≤2 2
4  برقـرار   3

د آنگاهباش
x
lim

f(x)→

1

�

  . كدام است 

   با استفاده از قضيه فشار چند مورد ازچهار مورد زير درست است ؟.35

) در بازه  x اگر به ازاي هر    .1         , )− π π  داشته باشيم xsin x f (x) tg− −≤ ≤3 4 2
2

 

نگاهآ
x

lim f(x)
π

→

=

2

2.   

| داشته باشيمx اگر به ازاي هر.2         f (x) | (x )− −< 2
4 3  ، آنگاه 1

x
lim f(x)

→
=

1

4.  
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) در بازه  x اگر به ازاي هر      .3         , )−π sinداشته باشـيم     � x f (x) sin x− +≤ ≤2 4 

 آنگاه
x

lim f(x)
π

→ −

=

2

3.   

x ، x اگر به ازي هر .4         f (x) | x |+ + +≤ ≤2
1 2  آنگاه1

x
lim f(x)

→
= −1

�

 .  

  2) ب                                         1) الف
  4) ت                                          3 )پ

36. 
x

x p p
lim

x q q→

+ −

+ −

2 2

2 2�

p,q) ، كدام است )> � .  

p )الف
q

q )ب                                       
p

    

   q )ت                                         p) پ

xf فرض كنيم    .37 (x)
x

+=
+

2
1

1
g و  (x) ax b=  را طوري بيابيد كه     b و a مقادير ثابت  ،+

 :داشته باشيم 
x
lim [f (x) g (x)]
→ + ∞

− = �.  

  هرگاه .38
x x

f (x)
x

−
=

<⎧⎪
⎨

≥⎪⎩ 1

�

�

 و  
x

g(x)
x x

=
<⎧⎪

⎨
≥⎪⎩

1 �

�

 در صفر   g و   f، ثابت كنيد   

fسته اند ولي حاصلضربناپيو gپيوسته است� در .  

 تابع.39
x x

f (x) x

x

− ≠
= −

=

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

2
1

1
1

2 1

x  مفروض است، اين تابع در  =1   

  .فقط پيوستگي چپ دارد) ب     .                     پيوسته است) الف
   .نه پيوستگي راست دارد نه چپ) ت            .فقط پيوستگي راست دارد) پ
  . نقاط ناپيوستگي توابع زير را تعيين كنيد.40

x )الف
f (x)

(x )( x )
=

− +
3

1 5
 )ب              

x x
f (x)

x x
=

+

< <⎧⎪
⎨

≤ <⎪⎩
2

3 1 2

1 2 3

    

 )پ
sin x cos x x

f (x)
x

+ ≠
=

=

⎧⎪
⎨
⎪⎩

2 3

2

�

�

     

  . پيوسته باشد� روي fرا طوري تعيين كنيد كه تابع  b وa اعداد حقيقي .41
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x x

f (x) ax b x

x x

+

= +

−

⎧ ≤
⎪⎪ < <⎨
⎪

≥⎪⎩
2

3 1

1

3 1 1

�

�    

  

a] ع رسم شده در فاصلهدهد كه تاب نشان مينمودار كدام .42 ,b)پيوسته است ؟   
  

  
  

xfتابع. 43 (x) [ x ] [ ]= −
2

xدر  =2   
   .از راست پيوسته و از چپ ناپيوسته است) الف
   .از راست ناپيوسته و از چپ پيوسته است) ب
  .م از چپهم از راست پيوسته  است و ه) پ
   .نه از راست پيوسته است نه از چپ) ت

تابع  اگر .44

[ x ]( x )
x

sin x
f (x)

a x
x

− ≠

=

=

⎧
⎪ π
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

2
2

2

2

xدر نقطه    پيوستگي چپ داشته باشد     2=

   كدام است ؟aمقدار 

π )الف
π )ب                                      1

2    

π ) پ
π )ت                                       4

8    
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x تابع.45 xf (x) [ ] [ ]+= − 1

2 3
xدر  =2:   

   .پيوستگي چپ دارد) ب                 .پيوستگي راست دارد) الف
   .پيوسته نيست) ت                             .پيوسته است) پ

x تابع.46 xf (x) x ([ ] [ ])+ −= +2 3 3

2 2
x، در  = 3   

  گي چپ دارد پيوست) ب   .پيوستگي راست دارد) الف
  پيوسته است ) ت     .نه پيوستگي راست دارد نه چپ) پ

 تابع .47
[ x ] m x

f(x) x x

[ x ] nx x

+

= − =

− +

>⎧
⎪
⎨
⎪ <⎩

2

3 2 2

2 1 2

xدر     پيوستگي راست دارد و حد چپ       2=

xآن در    . را بيابيدn وm است مقادير 6 برابر 2=

g(x) اگر .48 x=  و xf (x)
x

+=
−
1

1
)باشد تابع   fog )(x)      روي كداميك از فواصل زير 

  پيوسته است ؟
) )الف , ) ( , )− − +∞ ∞1 ))ب                ∪1 , )− +∞ ∞   
))پ , )+ ])ت                                 1∞ , ]−1 1   

f تابع.49 (x) sin
x

=   در چند نقطه ناپيوسته است ؟ 1
   1) ب                                    صفر ) الف
  4) ت                                          2) پ

 اگر تابع.50
a cos(x x) x

f (x) x b x

Arccot g x
x

+

= − =

⎧
>⎪

⎪
⎨
⎪
⎪ <
⎩

2

3

1

�

�

�

x در = a پيوسته باشد� b+كدام است؟   

                             π2 )ب                                     صفر) الف
− )پ π2                                    1)  ت  

 اگر.51

a xArcsin ( ) x
x

f (x) bx x

cos(x ) x

+
= − =

−

⎧ >⎪ π
⎪
⎨
⎪

<⎪
⎩

2

2
1

1

2 1

1 1

aپيوسته باشد 
b

  كدام است ؟ 

  -1)                                         ب2) الف
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  صفر  )ت                                          1) پ

x تابع.52 x x
f (x)

x x

−
=

− −

⎧ ∈⎪
⎨

∈⎪⎩

2
3

3

�

� �
  در چند نقطه پيوسته است ؟ 

  2) ب                                    صفر ) الف
  بيشمار ) ت                                          3) پ

f تابع.53 (x) [ x ]= ] در فاصله ي2 , )1    در چند نقطه ناپيوسته است ؟2
  1) ب                                        �) الف
   3) د                                          2) پ

xمعادله  . 54 (a ) x a− − − =2
1 ) يك ريـشه در فاصـله      � ,  را تعيـين    a دارد حـدود   �1(

  كنيد 
yد خط ـ نشان دهي.55 = fودار تابع ـ نم3 (x) (x )( x ) x= − − +2 . كنـد را قطع مـي  4

  .مقايسه كنيد) 6 .10 .4(پاسخ خود را با 
  

  الات متن ؤپاسخ به س 12 .4

)4. 3. 2(   

١.N( , ) {x | | x | } ( , )= − = −<1 3 1 3 2 4  
  

  
  

٢.N( , ) {x | | x | } ( , )− = + = − −<2 1 2 1 3 1  

  

  
  

)4. 3. 6(   

١.N ( , ) {x | | x | } ( , ) ( , )= − = −′ < <1 3 1 3 2 1 1 4� ∪  

  

  
  

٢.N ( , ) ( , ) ( , )= −′ 2 2 2� � �∪  
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)4. 4. 10(   

| از نامساوي.1 sin x | δ=استفاده كنيد و 1≥ ε .   
| از نامساوي.2 cos x | | x |− δ= استفاده كنيد و1≥ ε.   

3. = εδ
3

.   
cقرار دهيد) 9 .5 .4(راهنمايي در   )12 .5 .4( =    .استفاده كنيد )4 .5 .4( و از1−
)4. 5. 21(   

1. 1                                             2. 4   

3. 1

8
                                           4. 3

2
   

5. 1
4

                                           6. 4   

L فرض كنيم  )22 .5 .4( L≠
1 2

، چون    
x a
lim f(x) L

→
=

1
 پـس بـراي   . 

| L L |−
ε = >1 2

2
�  

δعددي مانند >
1

  : طوري كه  وجود دارد به �
| L L |

| x a | | f (x) L |
−

−< − < δ ⇒ < 1 2

1 1 2
�)   1( ،  

 از طرفي چون          
x a
lim f(x) L

→
=

2
  ، پس براي   

| L L |−
ε = 1 2

2
δ عددي ماننـد      >

2
� 

  وجود دارد به طوري كه
| L L |

| x a | | f (x) L |
−

−< − < δ ⇒ < 1 2

2 2 2
�)   2(  

minي كنيمحال فرض م         { , }=δ δ δ
1 2

| در اين صورت اگر x a |< − < δ� آنگاه 
  : با هم برقرارند و داريم ) 2(و ) 1(هاي نابرابري

|

|

| L L | | L f (x) f (x) L | | L f (x) | f (x) L |

| L L | | L L |
| f (x) L | f (x) L | | L L |

− = − + − − + − =

− +
− + − + = −

≤

<

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 22 2

  

Lو اين يك تناقض است پس فرض               L≠
1 2

  غلط است، يعني بايد داشـته باشـيم        
L L=
1 2

.  
)4. 5. 30(    

1. a
b

                                         2. a
b

   

3. a
b

                                         4. b
a
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1 صورت و مخرج را در مزدوج مخرج ضرب كنيد جواب.5

2
   .است 

x قرار دهيد.6 t− =π
2

   . جواب صفر است، عمل كنيد5مانند مسئله و  
)4. 6. 9(    
   صفر .2                               وجود ندارد.1
    ـ 6 .3
)4. 6. 10( k = −3   
)4. 8. 5(  
) الف .1

x
lim f(x)
→ − ∞

= Mبه ازاي هر عدد    :بدين معني است كه      ∞− <  ، عددي ماننـد   �

N < x وجود دارد به طوري كه� N f(x) M< → <.  
 )ب

x
lim f(x)
→ + ∞

= Mبه ازاي هر عدد  : بدين معني است كه∞− < Nعددي مانند� > � 

x: وجود دارد به طوري كه  N f(x) M> → <.  
)4. 8. 6(  

εبايد ثابت كنيم به ازاي هر) الف > N، عددي مانند  � >   :  وجود دارد به طوري كه �
x

x M | |
x
+ −> → < ε2 5

2  
εفرض كنيم         > Nداده شده باشد براي محاسبه  � >   : داريم  �

| |
x x x x| | | |
x x x x
+ + −− = = = < ε → > ε

2 5 2 5 2 5 5 1
2

5
  

Nدهيمقرار مي = ε
xتوجه كنيد كه از .  5 +→ | داريم∞ x | x=.   

N )ب −= <ε
2

� )| x | x= xزيرا  − −→ ∞ (.  

N )پ = ε
1    

)4. 8. 18(  
  .تقسيم كنيد جواب صفر است در مزدوج عبارت ضرب و:  راهنمايي .1

x چون .2 +→ ) پس3 x ) ( x )− −= 2
3 +جواب  3   . است∞

3. + ∞    
4. −∞   
   صفر .5
  .استفاده كنيد )2 .2 .4( از .6
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n تابع )17 .9 .4(
f (x)  ب دو تابع  ـاز تركي n

h(x) x= وf (x) ده اسـت   ـه دست آم ـ  ـ ب
  .در همه نقاط قلمروش پيوسته است )15 .9 .4(بنابراين طبق قضيه 

)4. 9. 25(  
a) را روي فاصله نيم بازf تابع .1 ,b]ناميم هرگاه  پيوسته مي  

a)روي f )الف ,b)ب         . پيوسته باشد( 
x b

lim f (x) f ( b)
−→

=   

a] را رويfتابع         ,b)ناميم هرگاه  پيوسته مي  
a) رويf)الف ,b)ب       .  پيوسته باشد( 

x a

lim f (x) f (a)
+→

=   

a) را روي  fتابع         , )+ x در همه نقـاط      fناميم هرگاه    پيوسته مي  ∞ a>   پيوسـته 
  .باشد

) را روي    fتابع         ,a x در همه نقاط   fناميم هرگاه    پيوسته مي  ∞−[ a<  پيوسته و  

x a

lim f (x) f (a)
−→

  . باشد=

cos: روش اول    .2 (a h) cosa cosh sin a sinh= sinچون  . +− a وcosa     وقتـي كـه 
h →   :  مقادير ثابتي هستند، خواهيم داشت �

h h h
lim cos (a h) cosa lim cosh sin a lim sinh cosa

→ → →
= − =+

� � �

  

cos، تابع) 18 .9 .4(بنابراين از          xپيوسته است� در هر نقطه از .  
sinم كه تابع    ثابت كردي  19 .9 .4در: روش دوم          x    پيوسته است  � در هر نقطه از  .

  .نويسيمحال مي

x a x a
cos x sin x , lim cos x lim sin x

→ →
= − = − =2 2

1 1  

x a
lim ( sin x ) sin a cosa

→
− = − =2 2
1 1  

cos چون .3 x+ ≠3 domfلذا � = aفرض كنيم، � domf∈  داريم :  

x a

x a x a
x a

lim ( sin x)
sin x sin alim f (x) lim f(a)
cos x lim ( cos x ) cosa

→

→ →
→

+
+ += = = =
+ + +

2
2 2

3 3 3
  

  . در هر نقطه از قلمروش پيوسته استfيعني        
)هاي در فاصله  f تابع .4 , )−∞ )و 2 , )+  را  a پيوسته است بنـابراين    aرـ به ازاي ه   2∞

xدر fبايد طوري تعيين كنيم كه   : پيوسته باشد يعني بايد داشته باشيم 2=
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x x

lim f (x) lim f (x) f ( ) a , a a , a
− +→ →

= = = − = = −
2 2

1
2 4 2 1 4

2
  

domf هاي مخرج تعريف نشده است و داريم       به ازاي ريشه   f  تابع .5 { , }= − −2 2� 

aفرض كنيم domf∈  در اين صورت :
x a x a
lim f (x) lim f(a)

x a→ →
= = =

− −2 2

1 1

4 4

.  

   :د ازانسته است پس فواصل پيوستگي عبارتهمه نقاط قلمروش پيو  درf يعني        

( , ) , ( , ) , ( , )− − − +∞ ∞2 2 2 2   
f نمودار تابع.6 (x) x= − 2

  . در شكل زير رسم شده است9
  

  
  

fبر ( , )−3 پيوسته است و3
x

lim x f ( )
+→ −

− = = −2

3

9 3�،
x

lim x f ( )
−→

− = =2

3

9 3�  

] برابرf )22 .9 .4(لذا، طبق تعريف , ]−3   . پيوسته است3
7.f روي[ , )−1 ) رويf پيوسته است زيرا4 , )−1   سته است و پيو4

 
x

lim f(x) f ( )
+→ −

= − = −
1

1 3  

        f روي( , )−∞ )را در همه نقاط   ـوسته است زي  ـ پي 4 , )−∞ پيوسته است توجـه     4
) در fهـد ك ـكني , )− −∈ ∞1  :زيـرا   ،   پيوسته اسـت   4

x
lim f(x) f ( )
→ −

= − = −
1

3 1.f  روي 

( , )− +  ـ    1∞ xرا در ـناپيوسته اسـت زي = ) ناپيوسـته اسـت و     4 , )− −∈ ∞4 1. f روي  

[ , )+ ه است زيرا ناپيوست4∞
 x

lim f(x)
+→

=
4

f و16 ( ) =4 پس 22
x

lim f(x) f ( )
+→

≠
4

4.   

sin ون توابع ـ چ . 8 x و cos x و x

x

+
+2

1

2

 هستند لذا تركيب آنهـا      �رـوسته ب ـتوابعي پي  

xsinيعني تابع (cos )
x

+
+

π
2

1

2

  : توان نوشت  پيوسته خواهد بود و مي�  نيز روي 

x x

x xlim sin (cos ) sin (cos lim ) sin (cos ) sin
x x→ →

+ += = =
+ +

ππ π =
2 2

1 1

22 2� �

� �  
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   پاسخ خود آزمايي 13 .4

  ) ب (.4            ) ب (.3 . برسانيد2طرفين را به توان ) الف (.2 ) ب (.1
  ) پ (. 8                 ) پ( .7               ) ت (.6                 ) ب (.5
xدر نقاط )ب (.9 =    )الف( .12                 )ب( .11          ) پ (.10 ±1

  . را در نظر بگيريدx كوچكتر توان xاي از به جاي هر چندجمله) پ (.13

a .16             ) ت(. 15               ) ت (.14
b

= 3             17. − =17 3 4   
  ) پ (.21                 )ت (.20              )پ (.19               ) ت (.18

x .23                )ب (.22 z= 6
  ) پ (.24            

  . 4 ، صفر ، صفر ، 4ند از ا از سمت راست به ترتيب عبارت.25

1 .27                )پ (.26
2

  ) پ(. 29              ) الف (.28                 

y قرار دهيد.30
x

  .جواب برابر يك است  1=

1 .34              ) الف (.33              ) ت (.32             ) الف (.31
3

   
a .37               ) ب (.36              ) ت (.35 b و 1= = −1   
x در f حد چـپ و راسـت تـابع          .38 = x در   f نابرابرنـد لـذا      � = ناپيوسـته اسـت     �

اپيوسته است و در صفر نgهمينطور 
x x

f (x).g (x)
x x

−
=

<⎧⎪
⎨

≥⎪⎩

�

�

   در صفر پيوسته است

  ) الف (.39
x در   f) : الف .40 x و 1= = ند ا عبارت f تعريف نشده است پس نقاط ناپيوستگي      5−
  . 5− و1از
x درf) ب x در f حد ندارد پس 2=   .پيوسته نيست 2=
x در f) پ = x در fپس . حد ندارد� =   . ناپيوسته است �
41. a b= =1   
  ) پ (.45               ) پ (.44               ) پ (.43              )پ (.42
m .47             )الف (.46 n= =   ) الف (.49               ) پ(.48        2
  ) ت (.53              ) ب (.52                ) پ(. 51            )الف (.50
54. a< <1�  
g(x) معادله.55 (x )( x ) x= − − + −2 4 ] يك جواب در فاصله3 , ]2   . دارد4




